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ГЛАВА Г: 


Опредфлен!е детерминанта. 


1. Опредл Блители 2-го порядка. Для разъясненя по- 
нят!я о детегминантЪ разсмотримъ задачу исключеня неизв5стныхъ 
изь линейной системы, притомъ для начала возьмемъ ее въ наи- 
простёйшей формЪ. 

Пусть у насъ имБюгся два однородныхъ уравненая 1-ой сте 
пени сь 2 неизвЪстными: 

ит-- у =0 | (1 


азт-—- 62у —0. 
Эти уравненшя удовл-творятся значенями: 
я =0, / —=0, 


они имБють иное р5шене, отличное отъ нуля для каждаго ИЗЪ 
неизв5стныхъ, если между коэффищентами этихъ уравнений суще- 
ствуетъ нфкоторое соотношение. 

Въ самомъ дл, опредфляя изъ каждаго уравнен!я. отношение 
неизв5стныхъ и сравчивая ихь, мы получимъ: 


(1 (о 
и ИЛИ 4165 — @201 ==0. 
1 2 
Воть это посл5днее выражене 


| | @10> — аа, | (2.} 
равенство нулю котораго даеть услове совмЪ5стности уравнений (1)) 
и называется опредБлителемь или детерминантомъ 2-го порядка 
обозначается онъ такт: 

6. | 
| 


аа в = @10. — @26. _ (0) 

Количества а1, 6:, аз, 63 называются элементами опредЪли- 
еля, они располагаются въ квадратной таблиц, причемъ гори- 
зонтальные ряды’ называютъ строками, вертикальные—столбцами; 
Каждое изь произведений въ выражении (2) называютъ членомъ опре- . 
дДБлителя, первый изъ нихъ а162 — главнымь членомъ. 


а 


Отмътимъ простЪйшия свойства нашего выражения (2). 

1. Опредзлитель есть однородная линейная функщя относи- 
тельно элементовь одного ряда (стрски или столбца); поэтому, если 
мы всБ элементы одного ряда умножимъ на какое-нибудь число №, 
весь опредълитель умножится на это число;—напримЪръ: 
ие ЕЕ р 

— ^(а! а — а261) = К. 
2 6. ( га 2 1) ` а Б. 


Такимь образомь обьий множитель у элементовь одного ряда мы 
можемъ выносить за знакъ опредфлителя. 


И. Опредфлитель измфнить свой знакъ, если переставить въ 
немъ два ряда. 




















0: СТ1 у 
—— 61 а а ал — — (4165 и аэб1} ИЛИ 
65 (о | 
аа 05. | 
р == @>61 —- а1бо ВБ (а102 гк аб 
Ч: 1 | 
ДвЪ перестановки не мЪняютъ значення опредБлителя: 
6. а и 61 





— Бьа1 — Баз =. 
В. а | 21 1%“2 ‘ао р. 

1]. ОпредБлитель не м5няетъ своего значения, если къ эле- 
ментамъ одного ряда прибавить соотвЪтственно величины, пропор- 
цональныя элементамъ другого ряда. 


ал -|- Аба, В: 
@> = КО», бо 


2: ОпредЪ лители 3-го порядка. Возьмемъ теперь три 
однорсдныхь линейныхь уравнен!я | | 


(1% —|- б1у —- С12 == 

а24 —|- 6зу -|- г = 0 (4} 

азх-- зу-|- с32 = 
Умножимъ первое изь нихь на 6$.ез — Б.е», второе на Вс: — 6163 и 
третье на 61с3 —65с1, затБмь всБ лри уравнен1я сложимъ; коэф- 
фищенть при первомъ неизвБстномъ 5 въ этой суммЪ будеть слт- 
дующее выражение, которое мы обозначимъ черезъ Д: 


ал (Баез — [з6>2) -|- аз (6361 — В1сз) | аз (163 — Вос:) = А. (5} 


\. 
Что касается коэффищентовь при другихъ неизвЪстныхъ уи 2 то 
они будутъ тождественно равняться нулю: 


61 (6563 — 6362) -- Ь2 (6361 — 61сз) -- 6з (Б162 — 6.1) =0 6 
| _@1 (без г бзс2) —- Са (631 а Без) —|- Сз (Б1с2 — рост) —0 ( ) 
Результать сложен!я уравнен!Й (4) послЪ всего сказаннаго предсга- 


вится въ сл$дующемъ видБ: у 
А. х=0. 











—=(4а1 —- 61) ро — (а2 —- Кб) И] =— а1бо = аэй1. 


а 


Такимъ образомъ, если система (4) допускаетъ р5шеня, оглич- 
ныя оть нуля, коэффищшенты данныхь уравнен1Й должны удовлетво- 
рять услов'ю А==0 или 

С105с3 — а163Со —- 2931 —> (0163 -- (зо — азрае —- 0 

ЛЪвая часть этого усломя, т.-е. выражен1е (5), составленное изъ 
девяти коэффищентовь уравнений (4), называется опредЪлителемъ 
3-го порядка. Эготъ опредЪлитель сбозначается такъ же, какь и 
опредълитель 2-го порядка: элементы располагаются въ квадратной 
таблицБ, заключенной между вертикальными чертами: 

ал 01 61 

аз Бэ бо (7) 

аз Оз сз! 
ОпредБлитель 3-го порядка иметь т же три свойства, которыя 


были указаны для опредфлителя 2-го порядка. 

Прежде всего выражен!е (5) относительно элементовъ любого 
ряда (строки или столбца) будеть также линейнымъ однороднымъ; 
отсюда опять вытекаетъ возможность общаго множителя у элемен- 
товь одного ряда выносить множителемъ за знакъ опред$лителя, 


напримБрт: 


Ол [1 Ст (1 Г С | 1 | С1 
Ка2 [665 К бо ее. Цо | Со | — а [. Со 5 Со 
(3 [93 С3 ЯЗ а сз | 3 | С3 


Не трудно пров5рить далЪе, что перестановка двухъ рядовъ 
мЪ5няеть знакъ опред$лителя. Что касается третьяго, указаннаго 
выше свойства, то его можно обнаружить слБдующимъ образомъ. 
Обозначимъ выраженя, стояния въ равенствЪ (5) въ скобкахъь 
соотв$тственно черезъь А:, ДА», 4., тогда равенства (5) и (6) пере- 
пишутся такъ: 


а АГ а. А»-Г азАз == (5°) 
6.41 —- р А. —- 63.43 — 0 , 
с1.41 — с›4ь —- Сз.А3 = 0 (© ) 


Л$выя части двухъ посл5днихъ равенствъь получаются изъ лЪвой 
части перваго, если мы въ ней вмЪсто элементовъ перзаго столбца 
@1, Яо, аз Поставимъ элементы 2-го или 3-го столбца: Б1, Ь5, Ьз: или 
С1, Сэ, 63; при ‘такой зам5н$ элементы двухъ столбцовь опред$ли- 
теля окажутся соотвтственно: равными, а самый опредБлитель, 
какъ показываютъ равенства (6’), тождественно равнымъ нулю. 
Итакъ опредфлитель, въ которомъ имЪется два одинаковыхъ ряда, 
тождественно равенъ нулю. ПослЪ сказаннаго не трудно обосновать 
свойство Ш]; умножимъ первое изъ равенствъ (6’) на какое-нибудь 
число к, а второе на [и результаты сложимъ почленно съ равен- 


ствомъ (5’): 
(ал -- 61 —- [61 А: — (а2 —- о -|- [65 До —- (сз -- Кб -- [сз) Аз — 4. 
„ЛЪвая часть этого равенства есть, очевидно, нашъь начальный опре- 


5, 2 


дфлитель, въ которомъ только вм$сто элементоръ перваго столбца 
стоять суммы, заключенныя въ скобки, и это выражеше тожде- 
ственно равно Д, т.-е. начальному опредБлителю. Итакъ, опредЪ- 
литель не изм5няетъ своего значения, если къ элементамъ перваго 
столбца прибавить соотвЪтственно величины, пропорщюнальныя эле- 
ментамъ другихъ столбоцовъ. Или при гашемъ обозначени: 


(1 —- 0. —- [С1, у С] 1, 61 С1 
(о — | - 6», о Сбо| == |2 62 Со 
(3 —- 03 -- [е3, р С3 Оз 5 сз 


Сказаннаго достаточно для первоначальнаго ознакомления съ 
твми выраженаями, съ которыми мы далЪе постоянно будемъ имЪть 
ДЪло. ВсЪ обнаруженныя здЪсь нами свойства опред$лителей 2-го 
и 3-го порядка, равно какъ и рядъ другихъ, остаются справедли- 
выми и для опредЪлителей общихъ; чтобы избфжать повторен!й въ 
дальнЪйшемъ, не будемъ входить въ бблышя подробности. 

_ Для разложеная опред$лителя (7) 3-го порядка (и только 3-го! | 
существуеть сл5дующее простое правило Заггиз’а: перепишемъ подъ” 
опредЪлителемъ (7) двЪ первыя строки; | | 





и возьмемъ три произведення по дагонали и по параллелямъ къ 
‚ней слЪва направо со знакомъ плюсъ, затЪмъ три произведения по 
дгагонали справа налЪво и по параллелямъ, каждое изъ посл$д- 
нихЪ произведен со знакомъ минусь, тогда алгебраическая сумма 
этихь шести произведен1й 


а1бэбз —- 02031 —- азот — азбоС1 р а16з62 = 420163 


и будеть опредфлитель, т.-е. наше выражене (5). 

_ До сихь поръ подъ опредфлителемь мы подразумЪвали такое 
выражен!е, составленное изъ коэффищентовъ данной линейной одно- 
родной сэстемы уравневй, равенство нулю котораго являлось усло- 
вемъ совм5стности этой системы. Однако эти выражен!я встрЪ-о 
чаются въ цБ5ломъ рядБ и другихъ вопросовъ, отсюда возникаетъ 
необходимость опредфлить ихъ самостоятельно, независимо отъ 
указанной нами задачи исключен1я, а затЪмъ, конечно, подробно 
изучить ихъ свойства. 

Вглядываясь внимательно въ выражене (5), мы можемъ легко 
описать его составъ. Не трудно замфтить, что посл дсвательности 
номеровъ вь каждомъ членЪ опредълителя (123), (132), (231), (312), 
(321) представляють изъ себя всевозможныя разм5щен!я изъ зрехъ 


т фи 


элементовъ: 1, 2, 3. Каждая послБдовательность можетъ быть по- 
лучена изъ главной (начальной): (123) одной или н%сколькими 
перестановками пары элементовъ. Такъ вторая послЪдовательность 
(132) получается изъ начальной (123) одной перестановкой пары (23): 
третья —(231) получается двумя перестановками: (213), (231); послЪд- 
няя (321)—одной перестановкой пары (31). 

Не трудно дал$е потмЪтить, что знаки отдБльныхь членовъ 
опредзлителя (5) находятся въ соотвЪфтстви какъ разъ съ числомъ 
указанныхъ перестановокт:` если данное произведен!е получается 
изь главнаго а165ез3 путемъ четнаго числа перестановокъ индексовъ 
(значковъ), то оно входить въ опредфлитель со знакомъ плюсь. 
если нечетнаго—со знакомъ минусъ. Воть то основан!е, на которомъ 
мЕ построимъ общее опредБ$лен1е детерминанта любого порядка, 
независимо отъ частной задачи исключения, указанной выше. 


3. Типы разм щений. Если изъ ‘” номеровь 1, 2, 3, 
4... мы составимъ всевозможныя разм5щен1я, то число ихъ, 
какъ извЪстно, будетъ гавно 


о до Ть в «® ИЛИ в! 


‚ Перестановку двухъ элементовъ въ какой-либо послЪдовательностй 
будемъ называть транспозищей. Очевидно, что каждое размщен!е 
номеровь можетъ быть получено изъ начальнаго (1234. .э») (или 
наоборотъ) н5которымь числомъ транспозищй, т.-е. рядомъ пере- 
становокъ паръ номеровъ. НапримЪ5ръ: разм щене (53412) пегехо- 
дить въ начальное послЪ четырехъ транспозицй: 


_ (53412), (13452), (12453), (12354), (12345), 


ЗДЪсь мы послЪдовательно переставляли слЪдующя пары: 


(51), (32), (43), (54). 


Будемь называть размщен!е—размъщен!емь четнаго типа, если 
оно получается изъ начальнаго четнымъ числомъ транспозищй, и 
нечетнаго, если оно получается—нечетнымъ числомъ транспозищй. 
Начальное разм щене. причислимъ къ четному типу. Надо замЪтить, 
что какое-нибудъ данное размфщен!е можеть бьпь получено изъ 
начальнаго различными способами, дающими разныя числа транс- 
позищй, Но эти числа будутъ всегда одного и того же характера: 
или всегда четными, или всегда нечетными независимо отъ спосо- 
бовъ перестановокъ. Очевидно, далЪе, что число разм щений четнаго 
типа одинаково съ числомъ размЪщенй нечетнаго типа, и, слЪдо- 


| ^> 
вательно, каждое изъ нихь равно --. *!, 
4. Опредф$лен1е детерминанта. Пусть теперь мы 
имБемъ 7? количествъ, расположенныхь въ н5которой квадратной 
таблицЪ: а. 


(1 Ь. С1 1 а & [ (1) 
Чо 6. Со фо о о [5 
(3 р. СЗ 3 ме. [5 


Чт би С О, В |. 


въ этой таблицЪ имЪется п строкъ и п столбцовъ. 
Возьмемъ произведене элементовъ по д1агонали слфва направо 


(1 Ь- сз 4 +294 [. (2) 


и будемъ всевозможными способами переставлять индсксы 1,2, 3..п, 
тогда получимь всего 7! произведен, составленныхъ изь элемен- 
товъ нашей таблицы и подччняющихся слфдующему условию: въ 
каждое произведен!е изъ п элементовъ входить по одному элементу 
изъ каждой строки и изъ каждаго столбца. Каждому изь этихъ 
произведении придадимь знакъь плюсъ, если разм щен!е его`индек- 
совъ будетъ четнаго типа, и знакъ минусь, если оно будеть нечет- 
наго типа. 

Алгебраическую сумму всБхъ п! произведений (съ соотвЪфтствую-. 
щими знаками) назовемъ опред$лителемъ порядка *. Обозначать 
этоть опред5литель будемъ, располагая всЪ элементы въ указанной 
выше кварратной таблиц и заключая ее вертикальными чертами; 

Дт 61 1... 

Я > ро Со... |} 

р у, м, ТТ — 2 -- 01 ро сз. м. (3) 

НОРЫ би. 
Горизонтальные ряды элементовъ будемъ называть строками, вер- 
тикальные—столбцами. Каждое изъ произведен, составляющихъь 
опред$литель, будемъ называть его членомъ, первое же, т. е. 
а: Бо сз. „1, главнымъ членомъ. Теоретически выгоднЪе обозначать 
элементы одной буквой съ двумя значками, напримЪръ, черезь ал 
такъ, чтобы первый значекъ отм$фчалъ номеръ строки, второй номеръ 


столбца, которымъ принадлежитъ этотъ элеменлъ. Такимъ образомъ, 
опредълитель при этихь обозначен1яхъ напишется такъ: 


@11 @12 (13. . Чт 
Ч 51 оо (3 . . ОЭ, 
® * . + , ® —- >-- (111 (оо (33 ® ® ЕЕ | (4) 


Пул Ци> Чиз $ о Олн 


Вь этомъ случаБ для образованя опредфлителя изъ главнаго члена 
надо составить всБ размфщен1я изъ первыхъ индексовъ, оставляя 
вторые на своихъ м5стахъ. Однако, чтобы избЪгнуть н$которой 


25: О = 


пестроты въ индексахъ, мы иногда будемъ пользоваться первымъ 
обозначен1емъ. Въ тъхъ случаяхъ, когда не могуть возникнуть не- 
доразум$ния, мы будемъ пользоваться слфдующими двумя сокра- 
щенными обозначенями: или будемъ выписывать только первую 
строку опредБлителя: 

| @1 1 с. | 


или въ вертикальныхъ чертахъ будемъ писать двЪ строки только 
номеровъ, въ первой—строкъ опред$лителя, во второй —столбцовъ, 
напримЪръ: 

[23.. „9—1, 0-1. п 

123. Е, Е К... СП |. 


Согласно нашему опредБлен1ю детерминанта нЪтъ надобности для 
нахожден1я знака каждаго члена знать абсолютное число транспо- 
зицИй, помощью котораго. этотъ членъ получается изъ главнаго, 
нужно знать только характеръ этого числа, т. е. будетъ ли оно 
четнымъь или нечетнымъ. Опредфлен!е числа транспозищй для дан- 
наго размъщен!я все-таки довольно сложно, поэтому мы покажемъ 
другой способъ для опредБлен1я типа размфщен1я, покажемъ, какъ 
находится нЪкоторое число того же харакгера, какъ и число 
транспозищй. 

5. Инверсги. Пустьнамъ дано н$скольхо вполнЪ отличныхъ 
другъ отъ друга элементовъ (буквъ или чиселъ)' въ нфкоторой вполнЪ 
опред5ленной посл$довательности такъь, что относительно каждыхь 
двухь элементовъ всегда можно указать, какой изъ нихь является 
предшествующимъ другому и какой послфдующимъ въ этомъ перво- 
начальномъ заданномъ расположен!и. Этотъь начальный заданный 
порядокъ элементовъь можемъ называть нормальнымъ. Прост? йшими 
прим5рами такихъ посл$довательностей могуть спужить или рядъ 
чисель, расположенныхъ въ порядкБ возрастан1я, или рядъ буквъ, 
расположенныхъ въ алфавитномъ порядкЪ. Если теперь при какомъ- 
лио0о другомъ произвольномъ разм5щен1и т5хь же элементовъ дева 
любыхь изъ нихъ расположены относительно другъ друга инёч? чБмъ 
вь нормальномъ разм5щен1и, то будемъ говорить, что здЪсь имБетъ 
мЪсто нарушен1е порядка или инверсия. При этомъ для насъ 
совершенно безразлично стоять ли эти элементы рядомь или они 
отд$лены другъ отъ друга н5сколькими другими элементами. Для 
подсчета числа инверсий даннаго разм$щен1я намъ придется, такимъ 
образомъ, пересмотрЪть относительное расположене въ 


о 7, (п = ] ) 


С =—— 


- парахъ. 
з Возьмемъ для примБра нормальный рядъ 1, 2, 3, 4; для 4 этихь 
элементовъ возможны всего 24 перестановки, включая данную, сл$- 
довательно, каждая изъ 23 остальныхь будетъ содержать нарушенвя 
даннаго нормальнаго порядка, т. е. будеть содержать инеерсаи. 


_— 10 — 


Такь посл5довательность 3214 иметь три инверси именно 
32, 31, 21; посл$довательность 4231 имФетъ вять инверсй: 42, 43, 
41, 21, 31. 

Нетрудно видфть, что наибольшее число инверсйЙ получится 
въ томъ случаЪ, если каждый элементъ будетъ представлять ин верси 
съ каждымъ изъ послБдующихъ. Итакъ, наибольшее число инверс!й 
для послЪдовательности изъ п элементовъ будеть равно числу со- 
четан1й изъ п по два: | 

2—7 (и — 1) 

> 2 . 
Это число инверай встр$чается въ такомъ расположен1и, гдЪ всЪ 
эпементы слздуютъ въ порядкБ$ обратномъ нормальному, т.е. въ 
расположенти (п, п— 1, ®п—2,..2, 1). 

6. Залисимость между числомъ инверс!Й и транс- 
позиций. Установимъ теперь связь между числомъ транспозицщй 
и числомъ инверай для какой-либо перестановки. Докажемъ прежде 
всего, что одна транспозишя изм$няетъ число инверай на нечетное 
число. 

Предположимъ, что въ н$фкоторсй посл$довательности мы про- 
изведемъ одну транспозищю, именно переставляемъ элементы ви 1; 
этими элементами всБ остальные разбиваются на три группы. Обс- 
значимъ группу элементовь предшествующихъ # черезъ 4, группу 
между Ки / черезъь БВ и наконецъ группу элементовь, слБдующихъ 
за / черезъ С, тогда ланное расположен1е будетъь АК В1С, послЪ же 
одной транспозищи АВЕС. Посмотримъ же, какъ измЪнится число 
_инверс!й отъ эгой одной транспозищи. 

Число инверсй элементовъ группы 4 какь между собой, такъ 
и со вс5ми остальными остается неизмфннымъ, ибо съ одной стороны 
сама группа А не м$няется, съ другой сторсны тЪ элементы, которые 
слЪдовали за группой А, остаются послБтующими относительно ея. 
Не м5няеТся число инверс1й группы (КВЛ относительно элементовъ 
группы С; наконецъ остается неизм$ннымъ число ингерай элемен- 
товъ группы С. Итакь измЪ$няется только число инверай внутри 
группы (к.Б/). Пусть группа В содержитьъ всего В элементовъ, изъ 
нихъ В: старшихъ Ки 62 старшихъ /. Тогла, предполагая, что К не 
дЪлаеть инверми съ р мы въ групп (к.В/) будемъ имЪть. число 
инверсий 

[ число элементовъ младшихъ й: В— В, 

5 в стагшихъ /: В> 

всего б- 61 Ва 

посл$ же одной транспозищи въ новой групп /ВЁ число инверсй 
будетъ 


въ групп В 


число элементовъ младшихъ /:8 — В» 
: ь старшихъ К: 8; 
({%) даеть еще одну инверсю | 
всего В— В» -- В: -- 1 инверой. _ 


въ групп В 1 


мае |8 


Разность этихъ двухъ чиселъ 


(В — в В: -- 1 — (в — в: -- В) = 2 (81 — 82) 1 
и даеть намъ то изм5нен1е числа инверсй, которое внесено одной 
транспозищей. Эта разность есть часло нечетное. Если бы К и’[ 
стояли рядомъ, то слБдовало бы принять 


В = 61 = В» =0. 

Итакъ, одна транспозищя мЪняетъ число ииверс!Й на нечетное число, 
слЪдовательно, четному числу транспозишй соотвЪтствуетъ четное 
же число инверсй, нечетному числу тпанспозищй—нечетное число 
инвер(1Й. Иначе говоря, число транспозищй въ каксй-нибудь послЪ- 
довательности элементовъ будетъ одинаковаго характера съ числомъ 
ея инверсй. Доказанная теорема позволяетъ намъ для опредБлен!я 
знаковъ членовъ детерминанта пользоваться числомъ инверсй ин- 
лексовъ. Будемъ обозначать число инверСЙ въ какой-нибудь пселЪ- 
повательности с, В, 7, 9. . .4 самой этой посл$довательностью, 
заключая ее въ квадратныя скобки: 


| @ 00.4 |. 


Такимъ образомъ: [4312] = 5; [513642] =8 ит. д. 

Смс. _Второе опр едБлен!е детерминанта. Пользуясъ 
этимъ обозначетемъ, мы разложение опредБлителя можемъ написать 
теперь въ видЪ сл5Дующей суммы: 


и та. .П 


Со > Со. . | С 1 
111233 . . 2н 
Ф э @ ® ® ® ® риа У! — ® - Г. Е 
| — ( О Ч: 6, 6. о. 9 а (5) 
Си бе . . [ 
г сумма распространяется на всЪ п! перестановки изъ номеровъ. 
‚2, 3. .ц; посл$довательность ‘чиселъ 91 1213. -: Изображаетъь 


в изъ такихъ перестановокъ. 
Сл5дуя укаазанному опред$леню, развернемъ детерминантъ 
4-го порядка: 


(1 6. С} Ч 


аз бо бо а 
29а 92 93 = — а1боезЧа — а16о4@з = аб ас з о (4016203 — 


(3 63 С3 (3 — а163634 —- 103645 — аб дСз о —- адо16з —- 
Ча ба ба Ча 2 4301624 — азб1ба@» —- аз@61@2 — а46зс1 43 — 
а @обтез а -|- аэб1С4 43 ВВ добае1 —- абс —- 
—- 942036144 — азбзба -- аз асз@1 — аабэсз@: — 
= азбос1 4 —- аз аба 1 ий аз ас2 ал -- аабзе2 1. 
Пусть теперь у насъ элементы опред$лителя обозначаются одной 


буквой съ двумя индексами (а); тогда отдБльный членъ опредёли- 
теля напишется въ сл Бдующемъ ВИДЪ: 


нее 10 4% 


[218223 . . бл] 


(—1) рт баз баз с с * Чи 


(первые значки суть номера строкь, вторые столбцовт) или 


| 91503 . т | -- [123 $ . п] 
( — ал И Из ое ба (6) 


такъ какъ [123. .”]=0. 


Это произведене алгебраически, разум$ется, не должно м$няться, 
если мы переставимъ порядокъ множителей; посмотримъ, не окажетъ 
ли изм$нен1е показателя влиян!е на знакъ произведешя. Легко обна- 
ружить, что нЪть. Въ самомъ ДБлЪ, если мы переставимъ два 
какихъ-нибудь множителя въ произведени (6), то вмЪстЪ сь тфмъ 
мы произведемъ по одной транспозищи въ посл5довательности, какъ 
номеровъ строкъ 131 2%. . 2, такъ и номеровъ столбцевъ № 2. 
3...п. Каждая транспозищя изм$няетъ число инверай на нечет- 
ное число, слБдовательно сумма 


[210523 . . 0, |1, 2, 3.9] 
изифнится на четное число (на сумму или разность двухъ нечетныхъ 
чиселъ), т. е. ея характеръ въ отношенйи четности или нечетности 
остается прежнимъ. 
Посл5 н5сколькихъ транспозищй этотъ общий членъ (6) детер- 
минанта приметъ видъ: 


[рар2рз ..Ра 192 и 
(—1) Рар2Рз . .Р»]-- [919293 - . Ч4=] о а, а, ава, 0 
такимъ образомъ, мы одному изъ рядовъ индексовъ р; р290з...т, 
(номера строкъ) или 4: 92...94» (номера столбцовъ) можемъ 
придать произвольное расположене, (зо всЪхъ членахъ опред$лителя 
одинаковое), въ другомъ же ряду производить перестановки, отли- 
чающия одинъ членъ опред$лителя отъ прочихь. 

Принимая во внимание все сказанное, мы можемъ дать теперь 
иное опред$леше детерминанта. Составимъ изъ элементовь квад- 
ратной таблицы (4) сумму всЪхъ возможныхъ произведен вида (7), 
заботясь лишь о томъ, чтобы въ каждое произведене входило по 
одному элементу изъ каждой строки и изъ каждаго столбца. Сумма 
этихъ произведен и будеть опредБлитель п-аго порядка. 


Глава ПП. 
Основныя свойства опредБлителей. 


1. Транспонирован!е опредЗлителя. —Докажемъ 
теперь основныя свойства опред$лителей ®-аго порядка. 

Г. Опредтълитель н2 моняеть своего значешя, если всъ строки 
его сдълать столбцами и всь столбцы—строками. 

Такая замЪна строкъ столбцами и столбцовь строками назы- 
вается транспонировашемъ опред$лителя. 

Это свойство непосредственно вытекаетъь изь посл$днихъ за- 
 м5чанй, сд5ланныхь въ предыдущей главЪ. Въ самомъ ДЪлЪ, 
согласно нашему первоначальному опредБленю детерминанта, мы 
для получения вс5хъ его членовъ должны были въ главномъ члень 
@11 422 @з3 ... @ дБлать перестановки первыхъ индексовъ (индек- 
совъ строкъ), оставляя послЪдовательность вторыхЪ индексовъ 
неизмфнной; если же мы замБнимъ. строки. столбцами и столбцы 
строками, это будеть равносильно перем$н$ ролей этихъ двухь 
рядовъ индексовъ. Въ конц$ же предыдущаго параграфа мы видЪли, 
что такая перем5на возможна; мы можемъ рядъ первыхъ индексовъ 
оставить неизм$ннымъ, перестановки же совершать во второмъ ряду. 

Примфръ: Опред$литель 


1, р -- 65, а-- 64 
| 63, ‚ @2, 9-= р1 
Ф — ИЖ в: =— 1%,  з 


при дЪйствительныхЪъ д, ао, аз. В, с, 4, е. д, й будеть дЪйстви- 
тельнымъ. Въ самомъ ДЪЛЪ, замЪна $ на—$ не м$няеть его значения, 
ибо она равносильна замфнНЪ строкь столбцами и столбцовъ 
строками. *” 

2. Обращен!е въ нуль опредЪфлителя. `Такь какь 
всБ члены опредфлителя содержать множителемь по одному 
элементу изъ каждаго даннаго ряда, то мы можемъ сказать: 

П. Опредьлитель равенъ нулю, если всть элементы одного какого- 
нибудь ряда суть нули. 

3. Перестановка рядовъ въ опред лителя. 

ГП. Опргдьлитель измьнить свой знакъ на противоположный, 
если переставить вь немое два ряда. 


себ», ‚ 1 Ду заны 


Пусть главный члень даннаго опредБлителя АД будетъ: 
(111 (252 э ® С: . ® * (1:1: ® ® . Он : (1) 


Если въ опредфлитель переставить двБ строки номеровъ ик, 
тогда главный членъ новаго опред5лителя А’ будеттъ: 


11 (25. .„ Чье + = (18 о ‚ Инн с (2) 


Произведене (1) входитъ во второй опредфлитель со знакомъ минусь, 

ибо оно получается изъ главнаго члена (2) одной транспозищей. 
Равнымъ образомъ произведене (2) войдетъ въ первый опредфлитель 
тоже съ противоположнымъ знакомь. Пусть теперь у ъ будеть 
какой-нибудь членъ опредЪлителя Д: 





ава. бы 


—(— 1) а 1. Чем Ч. о (3) 


#1 $52 | ен, 


который получается изъ главнаго (1) опредфленнымь' числомъ ф 
транспозищй первыхь индексовъ; чтобы этоть же членъ получить 
изъ произведен1я (2), нужно одной транспозишей больше, именно 
транспозищёй возвращающей (2) кь вилу (1). Сльдовательно, 
каждый члень перваго опред$лителя будеть входить и во второй, 
но съ противоположнымъ знакомъ. 


Сл$дствте. Изь этого предложен:я вытекаеть: 


ТУ. Если въ опр2дтьлитгль имтется два одинаковыхь столбца 
или дв одинаковыхь строки, то онь равень нулю. Въ самомъ дЪлЪ, 
отъ перестановки двухь рядовъ опред$литель долженъ пзмЁЕнить 
знакъ: 


но, если эти ряды одинаковы, то онЪ ре свое значене 
А’=А, откуда А=0. 

Возьмемъ теперь аа съ нормальнымъ расположе- 
н1емъ сгрокъ и столбцовъ ‚ 

> 123. ..п | 

_ т Гм зай 
и изм$нимъ какъ угодно порядокъ строкъ и порядокъ столбцовъ. 
Пусть въ новомъ опредБлителЪ5 послфдовательность строкъ. будетъ 








4 % 8. «6 и послБдовательность столбцовъ #1 Ко Кз. „и, тогда 
самъ опредфлитель изобратится такъ: 
Д} = 11 $5 13 ® ® $; 
Ка Ко Кз. . Ки. 


ПослЪдовательность и. получается изъ нормальной 123. .п 
опредфленнымъ чиспомъ ртранспозищй, посл5довательность К1 К»... Аи 
числомъ 4 транспозищй, такимъ образомъ А; получится изъ А пере- 
мЪфной знака в--4 разъ. Но мы уже доказали (гл. 1, 6), что число 
транспозищй р будетъ одноименно (въ отношен!и четности или не- 
четности) съ числомъ инверс!й [1%..%]|. точно также а одно- 
именно съ числомъ инверай [№ № №. ‚№, |. Итакъ, сумму р +4 | 


$ 


ыы 


можемъ замфнить суммой: [1 №2. „8, | + [1 №. К] и получимъ 
зависимость между нашими опред5лигелами въ слЪдующемъ видЪ 


И ый |. ба [о . «Ён | 
[1 [о о Ф || 


ГР ы 5: 
123. ‘|. @)- 


4. Разложен!е опредЪфлителя по элементамъ од- 
ного ряда. Такъ какь въ каждый членъ опред$лителя входятъ 
непремзнно по одному элементу изъ одного и того же ряда, то 
опредълитель будеть линейной однородной функщей элементовь 
выбраннаго ряда; въ групп членовъ, содержащихь, напримЪръ, . 
Элементъь @п, выносимъ его за скобку, выражен1е получаемое въ 
скобк$ назовемъ 11, тоже для элемента 41 —Ао1, затЪмъ для @з1,—Аз 
и т. д. для всъхь элементовъь перваго столбца. Тогда опоредЪлитель 
д представится въ сл5дующемъ видЪ: 


А: Ан-Р а Аз 0:1 Аз ° * Ра Ана. (5) 


Аналогично получимъ разложен!е по элементамъ любого столбца 
номера К: 


А — (к А.к-|- ак Ак акр Ак. „Рад Ад. .-Рань Анк (6) 
или по элементамъ любой строки номера 1 


А —а.1 Ал -- @р —- 0:3 Аз -- . о Нах Ан —- . ох —- а» Аль (7) 
Въ разложеняхъ (6) и (7) при одномъ и томъ же элементЪ аж мы 
_ставимъ одинъ и тотъ множитель Аш; вполнЪ понятно почему: въ 
опредфлителЪ А группа членовъ. содержащихъ аз, будеть одна и 
та же вь какомъ бы разложен1и не участвовалъь элементь ож по 
элементамъ строки ® или по элементамъ столбца К. 

Эготь множитель Ах при ах въ разложени по элементамъ 
какого-либо ряда будемь называть адъюнктой, соотвЪтствующей 
этому элементу, въ дальн5йшемь мы ближе опредБлимъ его зна- 
чен1е. Если въ опред$лител$Ъ элементы столбца Ё замфнить соотвЪт- 
ственно элементами какого-нибудь другого столбца номера #, то 
такой опредфлитель, какъ было сказано, (свойство ГУ), равенъ нулю. 
Пользуясь разложенемъ (6), мы можемъ написать въ этомъ случаТ: 


ОСЬ Аль —- Чо Ао. —- . © ал А. — ов о -- ал» АЕ: (3). 
при № -Е К 

равнымъ образомъ при замфнЪ строки номера # какой-либо строкой 

номера 7:7 

. Чл Ан Га» Ар ‚в Нал Ав-- . оо ам В ==0: (9). 

при 752%. — 

У. Егли элементы какого-ни)удь ряда вь опредьлителть умно- 
жить на кахое-нибудь число 1, то`весь опредълитель умножится 
на это число [. | 

Эго свойство вытекаетъ. изъ предыдущаго замчан1я, что опре- 
дБлитель есть линейная однородная функщя элементовъ каждаго 
ряда, такимъ образомъ изь разложеня; напримЪръ, (6) слЪдуетъ: 





— 96: = 


(171). Аз» -- (изъ) Ак -- ‚о. -|- (ик) Анк= 
Ев [@1к Аль-- (2х Ак . . -- Чик Де. Д. 

5. Сумма опредБлителей. Положимъ, чтоу насъ имЪется 
рядь опредфлителей, отличающихся между собсю только элементами 
перваго столбца; для краткости обозначения этихь опредфлителей 
будемъ выписывать только ихь первыя строки: 

А: = | 1 В: @. . (41|, = | В: 6, бр.. ааа 
Аз = | 7! 6 Ст. $ 9 . ® ° ° 


и составимъ новый опред$литель 


А = | аи... Ша. .И 


Разложимъ послфдний опред$литель по элементамъ перваго столбца: 


А = (а1-- 8, У о.) Аз (а в -- у» юз д—- 
(ав -у--...) А, (1 )- 
здЪсь А, 4... . А, будуть адъюнкты элементсвъ перваго столбиа 
любого изъ нашихъ опред$лителей, ибо эти адъюнкты не зависятъ 
оть элементовъ герваго столбца. но зависятъ олъ остальныхъ столб- 

цовъ, которые тождественны во вс5хъ данныхъ опредЪфлителяхъ. 


Перегруппировавъ члены въ правой. части равенства (10), мы 


получимъ: 
А = (ал А -- (То А ье На А) 
= (8 44-8 4... ЕВА, ) 
-- С: 41-7 Чар. . А, р 
и еее еее о о # @ 


А=А РА. -Р Аз -- а .‹ 


Итакъ: сумма опредБ5лителей отличающихся между собой элемен- 
тами только одного какого-нибудь столбца, есть новый опредЪли- 
тель у котораго въ отмЪченномъ столбц$ стоятъ суммы соотвЪт- 
ствующихъ элементовь (этого столбца) данныхь опредфлителей, дру- 
ге же столбцы остаются т$ же, какьи вь данныхъ опредфлителяхъ. 

Пользуясь этимъ.предложен1емъ, мы можемъ складывать опре- 
дЪлители, отличающееся между собой только однимъ рядомъ, или 
наоборотъь раскладывать данный опредфлитель въ сумму опредф- 
лителей. 

Пусть у насъ имБется опредфлителъ, у котораго выпишемъ 
только первую строчку, остальныя будутъ получаться изъ нея по 
какому-нибудь опредБленному закону. 


А = | а-наз-- .. ‚Гар, 52. 53. 5 „бя ре 
его можемъ разложить въ сумму опредЪлителей: 
А = | а: 5 53. «5 | - | @о 82 8 | |... .- 


—- | Ч, бо <3 5 сн | . 


Положимъ далЪе, что 52 = -Е-- 0 —. -НЬь, тогда каждый 
изь предыдущнхь опредЪлителей —слагаемыхь сиять разложимъ въ 
сумму: 
А — | м зз. с |-Н| аа 62 58. |. 
| а: ее Е -- 
| а> ба 53. 5 НЕ | @2 В еее НН... 
-Н | 921 53... ‚и |-Е 
3-1 ар ый м1 +. ‚.- 
1 в са | 


въ этихь опред$лителяхь столбцы начиная съ 3-го и кончая послЪд- 
нимъ одинаковы, что касается первыхъ двухъ, то они представляютъ 
вСЪ комбинащи каждаго ак съ каждымь 6», Число всБхъ опред$ли- 
телей въ правой части будетъ и. 4». - 


Переходя къ самому общему случаю, примемъ, что 


$4 = —- С1 -- Со -|- (3 . © ср $ 

54 ==: -- @-- . . 4... =А-Ь-Н. НЫ, 
‚тогда очевидно, что опредБлитель А разложится въ сумму опредЪ- 
лителей вида; | 


прений 
Ф 


| а Ок ею... Ш 


гдЪ А1 равно одному изъ чиселъ , 2,3... .#й 
2. » я о и 7 № ве < $2 
Из ь ь : а $: УЗ 


Число этихъ опредБлителей равно и №. т.е. числу воз - 
"можныхь комбинащЙ для чиселъ йа, Ко, Аз,. Ал, 


Возьмемъ наше первоначальное, простЪйшее разложен:е 
Та ву. -Р. ‚бт 6: 4. | == | а бте:.. „| | -- 
-- | бл ис. . и я. ЗВ... 
И положимъ въ немъ: 
(; —4$, 6; == Кор: , у: — ГС; , 9: = Ка; и А  ь 
тогда получимъ 
аа Ко Ка а -Н Т.И 


НЕ 1 61 4. В, -- | Шиа. В - 
__- Аз С1 С“ ь п -НА |6, 1 С + . Ц ее ебь. 28 


въ правой части всБ опредфлители, кромЪ перваго, суть нули; та- 
кимъ образомъ: 


| а1-- о оз аа Я-—. "1 61 СТ. оз Г | = 


ам а. ..й 
Итакъ, мы Можемъ сказать: 


ИГ. Значеше определителя не изменится, если кё элементамь 
какого-нибудь столбца (или строки) прибавить величины соотвьт- 
ственно пропорщональныя элементамь другихь столбцовь (строкь). 

Указанными свойствами опредзлителя можно пользоваться съ 
цфлью упростить его вычислен!е. Вынося за знакъ опредфлителя 
общаго множителя элементовъ опред$леннаго ряда, прибавляя или 
вычитая изъ элементовь одного ряда величины соотв$тственно про- 
порщональныя элементамъ другихъ рядовъ, мы можемъ элементы 
опредълителя уменьшать по абсолютной величин и н5которые 
изъ нихь даже обратить въ нули. Дальнфйшия упрощеная опи- 
раются на иные принципы, которые будутъ указаны ниже. 
ПримЪръ 1. 


34069 3469 3469 
|4 09 13 _—11234| |1234 —0 
а ви 24 
[9 13 13 24 3456 111. 
ПримЪръ. 2. 
|табе Гав са 
рф с аа | Г Бе дас 50 
ре 4 а Ге а-я 
да Вс аа 6-9 


здЪсь мы Кь элементамъ 4-го столбца даннаго опред$лителя при* 
бавили соотв5тственно элементы 2-го и 3-го столбца; въ полученномъ 
опредБлитель элемснты 4-го столбца оказались пропоршюональными. 
элементамъ 1-го столбца, сптБдовательно, опредБлитель равенъ нулю. 
ПримЪръ 3. Разсмотримъ такъ называемый степенной опредБлитель 
или опредБлитель Вандермонда: 


ОР м 9..." 
[ > Хо? а У 
у 
И й — ® * * э = ® 9 ® 
2 ое 
] Хи Си: оо, Г и т 


Этоть опредБлитель есть ц$лая однородная функщя отъ а 
НЫХЪ 21, 12,... Хх» степени равной 
1) 


1-24 3-Ё.. ‚у. 


Каждый: разъ какъ два какихъ либо и Хр И ха стано- 
вятся равными, опред$литель обращается въ нуль, ибо въ немъ двъ 
строки д5лаются одинаковыми. Отсюда слфдуеть, что функщя 7’, 
ДЪлится на каждую изъ разностей х, —х., а слБдовательно, и на 
произведение воБхь различныхъ такихь разностей, рее, для с0- 
кращеня обозначимъ ее. 


Р (1, —7 ). 


— |090 — 


Число множителей, входящихь въ это произведен!е равно 
яз ® (п 1) 
о 7) 
ЛЪдняя мокетъ -отличаться оть указаннаго произведения лишь по- 
стояннымъ множителемъ, который легко опредлить сравнешемъ 
подобныхъ членовъ въ функщяхь ЙирР. 
Такимъ образомъ найдемъ окончательно: 


Й=рР( (^› — 9 ) 74 
2; а= 1.2,3,. 


т. е. какь разъ степени функши И; а потому пос- 


Въ часгности: 
[| т 2" 


| Фо То” =— (12—21) (23—21) (13—32). 
| Хз (3 2 


ГЛАВА 111 


Адъюнкты и миноры. 


1. Адъюнкты и миноры 1-го порядка. Мы показали, 
что опредБлитель можеть быть разложенъ по элементамъ какого- 
нибудь ряда въ слБдующемъ видфЪ: 


— 2 ал Ан, 


суммироване в въ первой части производится по индексу $ отъ 1 дот, 
если разложен!е берется по элементамъ столбца номера Ё, или по 
индексу К оть 1 до п, если желаемъ получить разложене по эле- 
ментамъ строки номера $. Въ этомъ параграфЪ мы разъяснимь зна- 
чен1е множителей Ад (адъюнкть). 


Назовемъ миноромъ 1-го порядка, Ма, соотвЪтствующимъ эле- 
менту а», тоть опредфлитель, который получается изь даннаго вы- 
черкиваемъ 3-ой строки и Ё-аго столбца. Этоть миноръ Ма будетъ 
опред$лителемъ порядка и— 1. *) Иначе его называють подопредЪ- 
лителемъ или субдетерминантомь. Установимъ теперь его связь съ 
адъюнктой Аж. 


Въ разложен!и опредфлителя по элементамъ перЕой строки 


11 Ал: "- 15 А1з-- (13 А1з-- оо рф 9 —- (1 и Ат» — Л 
произведен!е а!1. А: даеть совокупность членовъ опредфлителя, 


*) Условимся въ дальнфЙшемъ М:ж называть «миноромъ 1-го порядка», 
когда желаемъ отмЪтить его отношен!е къ элементу аж, и «подопред®лителемъ 
порядка „—1», когда желаемъ подчеркнуть его порядокъ, какъ опредфлителя. 


‘2+ 


А 


содержащихъ элементъ а11. Очевидно, что эта группа членовъ полу- 
чится изъ д1агональнаго произведеня 


[123..я] 
(—1) 411 @5о (33 ь * $5 з ли, 


если мы будемь переставлять всячески всЪ первые индексы кромЪ 
индекса 1. Эти перестановки показываютъ намъ, что адъюнкта Ала 
есть НИ что иное, какъ опред$литель, составленный изъ всБхъ эле- 
ментовъ даннаго, кром5 элементовъ первой строки и элементовъ о 
перваго столбца. Иначе говоря, адъюнкта Али есть ничто иное, какъ 
миноръ Ми, но это справедливо только Для элемента ал, стоящаго 
въ первой строк$ и первомъ столбиЪ. 

Поставимъ теперь въ данномъ опредлителЪ строку номера зи 
столоець номера Ё на первыя м$ста, сохраняя порядокь осталь- 
ныхь строкь и столбцовъ; въ такомъ случаЪ [гл. И, (4)|: 


12, р |... 





. 


а. ЕТ, КЕ. С.П 


[21:2 4 уе ет, . п]... Е, ЕЕ... 
_=(—:) В 2 Зее | 
123 .Ё п | 
ЕК 
или А’=(—) А (1) 


Адъюнктой элемента ад, стоящаго въ опредфлителЪ А’ на первомъ 
МЪетЪ, буде: ъ ‘опредфлитель 
| . . 
М вы а ‚> (2—1, Е, . р (2) 
| А 2, 3 ® 8 . к— 1, К-—-1 э ° * т | 
т.е. М». Такимъ образомъ группа членовъ въ А’, содержащихъ 


элементъ аж, будеть ож. Мь, а въ опредБлителБ. А это будетъ 
аж. Аш, откуда на основанйи соотношеня (1) получимъ 


Е 
М-=(—1) Ах или наобороть 

8--К 
Ав=(—1) Мы (3) 


Это равенство устанавливаетъ весьма важную связь между адъюнктой 
Ах и миноромъь Ма, соотвЪтствующими одному и тому же элементу 
опредфлителя ох. Е 

Такимъ образомъ разложене опредфлителя по элементамъ 
строки ® или столбца К представится въ слБдующемъ видЪф: 


р=и &=п 3--^ 
А == > (С Аз — РА = 1) 01). Ма (4) 
ИЛИ | 
Е 7—7 ЕЕ: 


я 
А =» (' ;]. Ан: = * (—1) № (ГК Ак. (5} 


Е 


Найденное значение адъюнкты позволяеть понизить порядокь опре- 
ДЪлителя, если всЪ элементы какого-нибудь ряда, кромБ одного, 
суть нули. Очевидно, въ этомъ случа опредфлитель равенъ про- 
изведеншю элемента, отличнаго оть нуля, На соотвЪтствующую ему 
адъюнкту, т. е. миноръ, взятый съ надлежащимъ знакомъ (опре- 
ДЪлитель порядка п—1). Примфняя послЪдовательно это замЪчан, 
мы можемъ сказать: опредБлитель, у котораго всБ элементы по 
одну сторону оть дагонали суть нули, равенъ произведен1ю 
элементовъ, расположенныхъ по длагонали: 














ИГ РИА, 
{2 (о С р сз 0 =. КИ 5 3 Гы ‚ 6> СЗ Са. 
(3 65 сз 0 а @4. 
4 С: (4 
О: 64 4 Ча | | 
Примфръ 1. ` 
1 | ] ы 000 
0 -2 0 
т ь 20-2 0 — 
ЗЕ о о 
К ПТ - | 
32|: 0 2| 
—=4.-2,( -1) к | АЕТО. 


ПримБръ 2. 

11 
авса _ 
и? 6? 6? а?| | 
| а3 63 68 4? 





а Га са а-—а 
р Е 
‘аз 63 — -а? с— аз 43— аз 
Г о-Ра Б-Р Ъа--а?. 
[ са с вла? |= 
| 4-Ра а аа-а? | 
1 Ь-а 6: ана” 
око О 5 в—52Ра(в—5) | = 
0 а—В 42—52 а(4—6) 
О-о-о ава 1 = 
—= (—а) (с—а) (а—а) (с —5)(@-5) т 
ПримБръ 3. Развернемъ опред$литель: 


—— — 
—— 

















—(Ь—а) (с—72) (@—«) 





(1) С По. м. Я@л-т 6; 
—| Ве д: та О и 
—| у 0 0) 


| 

| | 

0 г... 
ПН А оны 
: 
| 


0 О Она 1 д 


Разложивь его по элементамъ перваго столбца, найдемт: 


(11 Ч›. . о. @—1 Ц, 
—| 2... 0 0 


| 0 —'... 0 0 
Г(х) == а” -- 


в а ® ® Ф* $ 


() 0 8 э ® — 1 Ни | 
прим$няя Указанный пр1емь н%Ъсколько разъ, окончательно 
получимт: 


Га) — 40 а” ен (1 р = Я = ее в . Вы = бп—1 г-- Ч. 


2. Миноръ въ круговомъ порядкЪ. Переставимь въ 
миноръЪ 


НЬ.- п 
в 


} 


а па — |. К—- 


строки и столбцы такъ, чтобы сначала шли тБ изъ нихь, которые 
сл5дують въ начальномъ за пропущенной строкой или столбцомъ, 
а потомъ т, которые стояли до пропущенной строки или р 
Будемъ называть миноръ съ такимъ расположен!емъ рядозъ 
миноромъ съ круговымъ порядкомъ строкь и пион» И И 
его черезъь М’» такъ что: 


: Я 
мы 1.2.3 4 








е-НТ, #-2,.. 01,2. .$8| 
М’ г | 9 ; ; 
м ЕН Е-2, . «М, Ге со. зы] (6) 
На основании соотношен!я (4) гл. ПИ: & 
| @--Т, 2--2,..м, 1,2,..3—П-+--1,2-2,..112,..Ь-—П 
М" к — (—1 )*. Ма. (7) 


Въ ряду #-|-1, 8--2,. .п, 1,2,. „8—1 каждое изъ и — ® первыхь 
чисель составляеть инверсю съ #—1 послЪдними числами, такимъ 
образомъ 


НН, #2, . . м, 1,2,. . „а И-ННЫ А+, . в, Ь2,. „Ия 
=(и—1) (8—1)-Н{и—) (&—1) (8) 


Правую часть предыдущаго равенства легко представить въ слф- 
дующемъ видф: 


т (2 НХ) — 2% --2щ — (В @--Е— 1) (8°) 


 произведен!е двухъ цфлыхь послфдовательныхъ чиселт: 


(1) @&#— 1) 
будетъь непрем$нно четнымъ числомъ, ибо одинъ изъ множителей 
будетъ четнымъ. Такимъ образомъ, отбрасывая въ выражении (8’) 
всБ четныя слагаемыя, мы соотношен!е (7) представимъ въ слф- 
дующемъ видЪ; 
п(3-- 1) 
М’а = т (—1 ) М (9) 


О За 


Взодя этоть миноръ съ круговымъ порядкомъ рядовъ въ разложене 
опредЪлителя (4) по злементамъ строки или столбца, найдемъ: 
(--1) (4--%) | 
А'— 9(—1) ок М” (10) 
Отсюда слФдуеть, что, если данный опредфлитель будетъ нечетнаго 
порядка, (п-|-1 ‘будеть четнымъ числомъ), то онъ равенъ прямо 
сумм произведен1Й элементовъ ряда на соотв5тствуюние миноры 
въ круговомъ порядкф, т. е. каждое произведене берется со знакомъ 
ПлЮСЪ. 
НапримЪръ, опред$литель 5-го порядка по элементамъ 3-й строки 
разложится такь: 
(1 6 Ст (1 @1 
бэ [о Со (5 65 





| 5 © Че (к 65 @- 
Я з 6 СЗ ((5 ез | — аз, | | о о 
я р т | 6. С1 (1 @1 
(а Ча Са (1 ел т 1 

7 ГЁЪ 65 4 62 
Я@5 05 65 (5 с: 


о 


ь эф 
аа: |! 


у С ИИ бл Са (а бад Яд 
| 
| | 62 45 62 @> 





Ча ва аа Ва | ее а, 64 С, ба (4 б4 4 
—- сз . "- [3 —|- ез 7 
СН ет 1 [21 | ет (1 01 Ст | (1 6 1 (1 
(2 во (2 6 @о Фо бо Со (о * бо С5 (1. 





ПримЪръ 2. 


| 
| 
| 


9 5 
> „-^ 





р. 

0. . | 
| -1 

--& о =-5 


3. Адъюнкты и миноры второго порядка. 


Возьмемь разложенйе опредзлителя 4 = | ал; | по элементамъ какой- 
нибудь строки номера 4: 
А = ко А; к 5 А; , р ть Ав ч им 


Какъ было доказано въ предыдущемь параграфЪ, каждая изъ 
адъюнкть Ацй равна (взятому съ надлежащимъ знакомъ) минору 
Мак, послЪдый же является опредблителемъ п—1-го порядка, слЪ- 
довательно, онъ будеть линейной однородной функщей элементовъ 
какой-нибудь другой строки #› (кромБ элемента арк, какъ принад- 
лежащаго вычеркнутому столбцу). Такимъ образомъ опред$литель 4 
будетъ однородной функщей 2-го измрен1я относительно элементовь 
двухъ выбранныхъ строкъ и и 12; въ этой функции коэффищентъ 


а ОД 


при произведени ай, ак, будемъ называть адъюнктой 2-го 
порядка и обозначать черезь Ада. Такь чго по элементамъ двухъ 
| 1 К 

строкъ разложение опред$лителя представится въ слБдующемъ видЪ: 

| АЕ > (131 1 И: а Аа 1 | (12) 

К [2 1 Аз 

Равнымъ образомъ будемъ называть миноромъ 2-го порядка и 
обозначать чгрезь Ми» тоть опредфлитель, который получается 


172 . . 
изъ даннаго вычеркиванемъ двухъ строкь сь номерами и, ви 


двухъ столоцовъ съ номерами #, К». Найдемъ теперь связь между 
адъюнктой 2-го порядка ая (. И СООТВЪтствующимь ей миноромъ Ма ь. 

1Аа - 1 а 
Въ разложени опрелфлителя по элементамъ двухъ первыхъ строкъ 
произведеше а, а» 4:. даеть совокупность члиновъ опредФлителя, 
содержащихь два элемента а11 И 02. Эта группа членовъ полу- 
чится изь д!агональнаго произведен1я " 


[123..%] 
(—1) 11 (2> @з3з . + Чип 


если мы всевозможными способами будемъ переставлять индексы 
строкъ, кромЪ индексовь Ги 2. Эти перестановки показываютъ 
намъ, что адъюнкта А1» есть опредБлитель, составленный изъ всБхъ 
12 
элементовъ даннаго, кромБ элементовъ, принадлежащихь двумъ 
первымъ строкгмъ и двумъ первымъ столбцамъ. Другими словами, 
эта адъюнкта 41» есть миноръ М\з, итакь; 
2 


12 1 
Алэ= Мл»: ; 
| 12 12.1. (13) 
Чтобы получить теперь выражен!е для любой адъюнкты Ау, 4» ПО- 


1 | 
ставимъ въ опредБлителЪ А строки 11,12 и столбцы Ка, К» на первыя 
м5ста, тогда: | 


я 412. . п 


: | 
ее ; сы а | 
Е 1 12... п П.А, в 
ГАЪ Я спредфляется слфдующу мъ равенствомъ [гл. 11, (4)]: 
4= [1 412... п] 212... в (15) 


Въ опредфлителЪ А’ группа членовъ, содержащихъ произведение 
элементовъ аи аз,|., будетъ на осноЕканйи (13): | 
1 1 44, [2 " М, 42 
[1 > 
въ нашемъ же первоначальномъ опредфлителЪ Д эта группа будетъ 
11. | > Ко ; Чт 42 ; 


3 


[. 1А2 


2 ОБ 5. 


откуда сл$дуетъ на основанйи ссотношен1я (14): 


у 
Ми 1, =(—=Ю“Аць или наоборотъ 


о К 
‚Р 
т > ( ты ) и Я | ( | 6) 
АлКа КК? 


4. Адъюнкты и миноры высшихъ порядковъ. 
Быберемъ р опредфленкыхъ строкъ съ номерами 31, 42, %,. 
шо 


РЭ в 
товъ этихь строкъ однородной функщей измфрен1я р, коэффищентъ 
въ этой функши при произведени 

р ба бай, (17) 
будемъ обозначать черезъ 


. 1, 


тогда опредзлитель А = будетъ относительно элемен- 





ее (18) 


и назовемъ его адъюнктой порядка ф, соотвБ5тствующей элементамъ 


{17). 

Назовемъ дал5е миноромъ порядка ф тотъ опредБлитель, ко- 
торый получается изъ даннаго вычеркиван1емъ какихъ-нибудь р 
строкъ: 41, 4», 43, . .4р И какихъ-либо ф столбцовь Ёа, Ёэ, Ёз,.. К» 
будемъ этоть миноръ обозначать черезт 


} 


АМ, 25 $3 ‚ . 6, ` 


ААА К `` ь | (19) 


Мы предполагаемъ, что въ этом опредфлителЪ (19) оставинеся 
столбцы и строки расположены въ томъ же нормальномъ Йорядк$, 
какъ и въ данномъ спредфлителЪ А. | 
Разсужден1емъ подобно предыдущему (для адъюнкты 2-го порядка) 
нетрудно найти, что адъюнкты и соотв5тствующе имъ миноры 
любого порядка р связываются слБдлующимъ соотношенемъ: 


А 
4, ‚о р —-= [== 1) Му, 9 ар ) (20) 
2 №..Ёр 1Ка Ар 28 
ГДЪ =. «№12. ПЕ Е. Е К, 12. 9 (21) 


“=. - 


ЗамЪтимъ, что послЪдовательность %9. .1, 12. .п слфдуеть по- 
нимать такь; сначала идулъ р выбраньыхъ номеровь 1132. .щаза 
ними т изъ ряда оть 1 до п которыхъ не достаетъ; тоже отно- 
сится и кь послБдовательности [й12. „№12. .м7]. 

Чтобы дать теперь окончательную форму предложешямъ, ко- 
торыя выражаются формулами (16) и (20), мы докажемъ теорему о 
счетЪ числа инверсй въ послЪдовательности путемъ ея подраздфленвя 
на группы. 

Пусть у нась въ послБдовательности 1,2,3,. .п-1, п какъ- 
нибудь переставлены члены, новое расположене ихь представимъ 
такь: 


— 26 — 


Г. 203. «р 1 Ё2 #3 г «Кр, Причемъ Ф-Т а=и. 
Число инверай въ новомъ расположени, т.-е. 
[41 9203, „2 Кл Ко К | (22) 
можно, счевидно, разбить на три слагаемыхъ (класса): 


1) число инверай въ групп 91%. „4, т.е. [1..1]: 
2) число инверсй въ группб #1 К». „Ка, т.е. [Ка . + Ка]; 
3) число инверсй, представляемыхъ каждымъ изь эпементовъ 
#12, . ‚ % относительно элементовъ второй группы Аз . . №. 
Ясно, что число инверсй 3-го рода не измФнится, если мы въ 
каждой изь дьухъ нашихъ группъ расположимъ номера въ нормаль- 
номъ ихъ порядкЪ (т.-е. порядкБ возрастан!я). Обозначимъ номера 
1%. .2р, нормально расположенные, черезъ 1, 4». . Л, равнымъ 
образомъ номера К1 №. .К, въ нормальномъ порядкь черезъ 
К:, Ко. .К.. 


Число инверс1й 3-го рода ВЪ посл довательности (22) будетъ 
равно числу инверай 


ак д ЮЖ: КН (23) 


Еще разъ отмЪтимъ, что номера У: /2. .-рь ИДУТЬ ВЪ порядкЪ 
возрастан1я, слЪдовательно, никакое /»„ не представляетъь инверсй 
съ другимъ /»’, тоже относится и кь В, К». .К.. 

Такимъ образомъ въ посл$довательности (23) инверчи могутъ 
составлять только какое-нибудь /„ относительно какого-нибудь К»»›. 

Элементь У: д$лаетъ инвераи со всБми младшими ему номе- 
рами изь ряда [,2, ‚И, т.-е. онъ дБлаетъ 4/1—1 инверс!й; элементъ 
У» ДЪлаетъ инверс!и со вСБми младшими по отношеню къ нему, за 
исключенемъ одного элемента 1 (ибо У1 предшествуетъ Уз), итакь 
/2 ДБлаеть Л.—2 инверси: далЪфе „/з дЪлаетъ инверси со всфми 
младшими, кромЪ элементовъ т, “То, И ]з ДБлаетъ /.—3 
инверцй ит. д. 


Итакъ: — 
[У1-2. а Жк. ^. 1-2 


| 
ПЦ 
ое нара 6 ВАЕЕЫ 


Сумма же номеровъ /1--./»--. . .-Е.» будетъ ны суммЪ 
и-Нь--. , .-Ро, ибо это ть же самые комера, но только въ. 
другомъ порядкь. 

Суммируя всБ три указанныхъ класса аер для послЪдо- 
вательности (22), мы получимъ: 


Г ь 1 к. о. |= и. | - [Ма А. «Ра -- 
Я ры 
се .) (24) 


Это соотношен1е показываетъ, какъ можно подсчитывать число 
инверс1й данной посл$ довательности, подраздБляя еена двЪ группы. 


ПримЪ5ры: 
4 

1) [4713265] = [47] 4 [32651 -2 (4-57-41) — = 
—=2--2-12—6=:0. 

| д. , 

2) [4713,265] = [4713] 51263-57 = 
=4- 1-15 —10 =. | 

Примзнимь теперь доказанную теорему для упрощеня вы- 

раженая (21). | 
Прежде всего 


р (р!) 
д 


» . . . . . а 
[21 22. №12. = нь р] Ей 
1 
подобнымъ же образомъ: 
3 | х} РО 
ОН. Аа, и] = [ К. Ар ре 


Итакъ формула (21) принимаеть видъ: 
произведен!е (двухъ послЪдовательныхъ чисель) р(р--1) будеть чет- 
нымъ числомъ, его можно отбросить, ибо оно не измБняетъ харак- 
тера числа 4: | | 
== [9 $:. . б]--[: №. „К-Ж - ЖК. (25) 
СлЪцовательно, зависимость (20) между адъюнктой порядка ри с0- 
отв$тствующимъ ей миноромъ будетъ такова: 
Ро 
Ай 1, = (—!) Ма... 
Зе ‹ 2. ‹ 6]? 
1 [2 ‚. р АА т Ёр : (26). 
Въ частности, если номера 41%. .%, и номера Кл Ё2. . Кр СЛ» 
дуютъ въ нормальномъ порядк$. формула (26) упрощается: 


д Ж-НУЕ 
148. в == (—1) М4... . 
т... р КаЁ . ‚ Кр (21) 
причемъ: 63. ЗФ, 
| т [5 х АЗ Ей <, ; 
Глава М. 
Теорема Ёар[асе’а. 
1. Разложен1е по элементамъ двухъ’ строкъ. 
Мы видЪфли, что произведене (гл. Ш, 5 3): 
Я 
Чт, К (1; о Аз 22 ее (—1) а т О, К АТь #2 , | 
р а (1) 


ГД | Д-Р [2 $2] —- [5 (| —- т —- 12 —- 1 -- К ; 


_ входитъ въ составъь даннаго опредФлителя А = | ак |. 


дет" гы 


Опредфлитель М; ;, получается изъ начальнаго вычеркивашемъ двухъ 
строкь 1, ви двухь столбцовъ ви, Ё›, разумфется, результатъ такого 
вычеркиван!я будетъ одинъ и тотъ же, ьъ какомъ бы порядкБ мы 
его ни произвели; такимъ образомл.: . 


М А в 
Ка 2 Ал (2 
Если мы возьмемъ выражен!е, тоже входящее въ составъ Д: 
й 
— + я 
Ч, | и | Ар и - В СТ; | (7 А: М; #1 ' (2) 
ы [1 | 1 2 
гдБ | д [5] а -Ра--о- а --Аь 


то миноры при этихь парахь элэментовъ опред5лителя будутъ оди- 
наковы. Нетрудно видЪть, что разность. 


д [а] [8] = НН 1. 


Ибо, если [#11:]=0 (ив), п [Ши] =1нН А-Я =, 
если же >, то А— А =1 — 0 =1. СлЪдовательно 
х А, 
(0 =-(—)”. 


Возьмемъ сумму выражешй (Т)и (2), это будетъ; 


Из, [1 И, [2 Ч; 9. | Ч и К (2 21 


КАК д 
о д 
ны (—1) (и; Ат у, ее (у, [1 Ч. 7 ) М; р : 
Ка [2 
д, т (2 р 
или (1) В, бЬ . М да — 
1, ба Ё Ка 








Изъь способа получешя этого прсизведеня ясно, что оно входитъ 
въ составъ даннаго опредТтлителя. Выбравъь дв спред$ленныхъ 
строки и и %-, будемъ для значковъ Ё1и Ёо брать всевозможныя пар- 





я(т —1] 
ныя сочеташя изъ номеровъ |,2, 3. . п, мы получимь С*, а 
произведен1И вида (3). Составимъ сумму ихт.: 
у 
2-1 м а М (4) 
_ б,К2. Ч, 45 [а | 
Эта сумма будетъ казъ разъ опред$литель А== | ак |. Вь самомъ 


ДЪлЪ, вь произведеняхъ вида (3) всЪ слагаемыя различны, при по- 
СТОЯННЫхЪ 11, 12, И При указанномъ способ выбора значковъ Аз, К», 
вСБ эти слагаемыя, какь не разъ говорили, принадлежать опредф- 
лителю Д, вопросъ, слфдовательно, ссгается только въ темъ, захва- 
тить ли сумма (4) всЪ члены опредфлителя Д. 

- Въ произведенм (3) первый множитель, какъ опредЪлитель 
2-го порядка, содержить два члена, второй множитель М; ;,, какь 


12 


АО Е 


опред$литель порядка и—2 ссдержитъ (п—2)| членовт; слЪдователь- 
но, каждое выраженше (3) солержить по раскрытии 2. (п—2)! членовъ. 
въ сумму же (4) входить С?, такихь выраженй. Итакъ сумма (4) 
п(п— 1) 
Е 
какъ разъ, столько ке, сколько ихъ бугетъ въ опредфлителЪ поряд- 
ка п. Итакъ, формула (4) даетъ намъ разложене опред$лителя по 
опредБлителямъ 2-го порядка, составленнымъ изъ элементовъ двухъ 
выбранныхъ строкъ а и 4»: 


по раскрыги будеть содержать: 2. (и—2) = п! членовЪ, т.е. 





< г $ 
В" к К ) а о ь М; 4 реет д : $ (5), 
дну В | Ка 
причемъ: Е — [2125] -|- [715] — И —- 2 + [1 —- |:2. 


2. Разложен1е по элементамъ р любыхь строкъ. 
Выберемъ теперь р какихь-нибудь строкь 4, 4», #3, . .4» тогда 
произведен!е 


ба м ЧЁ ° бо Ар А; 11°‘ 
| 1 ‚ . Яр 
или равное ему [глав. Ш (:6)]: 
А. 
(=) Ч 11 а Уф ар Ар М; $2 ах р , (6): 
" АлКо ыы Ар | | 
о. ‹ > < а 
ГДЪ: = и. - [а К. „Р-Р 2 К, 
й 1 1 
принадлежитъ опредфлителю. Миноръ М; а Не измзнится, если 
р КЁ . я Кр 
мы переставимъ какъ угодно значки ти, 12,. .з,. Пусть же новое 
какое-нибудь располож.гн!е этихь значковь будеть 7172, . „1, Тогда: 
вой ПИ: < у 
М; о. о” М; .. 
АА . . Кр А\Ё2 .. Кр : 


Переставивь всевозможными способами выбранные значки 9112, „1% 
въ произведении (6). возьмемъ сумму всБхъ полученныхъ выражен!й: 
эта сумма будеть имфть сл5дующиЙ видт: 


А. 


А д’ — | 
(7) М; 8..4 2{=1) р Ч | Ч. р 5. (р Кр ; (7) 


‘р 
Й1 Ао ве Кр 


здесь разчость 4’—А равна: 

[172 . „ь][ав. срт. е. 
она будетъ давать число инверсй въ ряду 7,72. . 7» не абсолютное, 
& по отношеню къ выбраннсй послфдовательности чл №2. „$ СУМ-_ 
мирован!е въ фоомул$ (7) распространяется на всевозможныя раз- 


мъщеня изъ р номеровъ и 12. .1»р, такимь образомъ эта сумма 
[гл. Г $7] будетъь опред$литель порядка р: 


ЗО 


С 11:2 ‚ © Об. Кр 


К, 11|, в “Кр 


= 49 


Ч, 1 Яр кз. . (1, Кр 
- Выражене (п принимаетъ теперь сл5БдующйЙ видъ: 


Ч, Чо .@ Ч К 
р Ч. ЧК ‚в Я: Кр М. $ ОА 
г 91 0 * * @р ) 
ъ ® > Г] ® в ъ Кт [о | Е Кр 


(5) 





К, а ° Я | 


Составимъ теперь сумму произведений (8), взявъ для Ка, Ка, Ёз. . К» 
и БЫ сочетания по р номеровъ изъ всБхъ л номеровъ 1, 2, 
. п 7. 


К: ЧК т» “Кр 
д бт Ч те ЧК М 
%(—1) о бей 465 о, ПО | 192. ‚ р В: 0 | 
КК . © Кр КаКо >. (4 Кр ( ) 


ЧК: Ка. ь Ч трКь 


всЪхъ произведен!й вида (8), входящихъ въ сумму (9), будеть С?ь, 
каждое ‘изь нихь принадлежитъ данному опред$лителю АД, далЪе 
они различны между собой. Сосчитаемъ число членовъ, которое бу-. 
деть имфть сумма (9), если раскрыть всБ произведеня. Каждый 
первый множитель —опред$литель порядка р, содержитъ, слЪдова- 
тельно, 2! членовъ; каждый второй множитель (миноръ М)—опре- 
дЪлитель порядка 2—р и будеть содержать (и—р)! членовьъ. 
Такимъ образомъ, вся сумма (9) по раскрыти содержить 
С’, .р! (и—р)!==и"! членовъ, различныхь и принадлежащихь дан- 
ному опредфлителю А, слБдовательно, она тождественна съ опре- 
ДЪлителемъ ДА; 


ак, Чак... ЧК, 
А ъ ь а: С! а- | 
АГ боку %.Ка. . С аК . 
С В и о она и р М; И Фр 5 А, | (10) 
о 


ЧК Чт, Ка . > К, 


де: 1 ме 


гдЪ. Я —= [9 42 г | —- [ [21 Го о |: -- (и зы ры 
= (--к-- ‚о К 


формула (10) выражаетъ собой теорему Гар]асе’а, дающую’ разло-. 
жен1е опредБлителя въ сумму произведенши дополнительныхь ми- 
норовъ, БЪ этомъ произведени первые множители составляются изъ 
элементовъ р опредБленныхь строкъ а, 12,, . .1». Ясно, какъ 
аналогичнымъ путемь мы можемъ составить разложение даннаго 
опредлителя вь сумму произведен!й дополнительныхъ миноровъ, 
принадлежащихь р опредБленнымъ выбраннымъ столбцамь Ёа, 
Ко, . . „Ко. ВЪ этомъ случаЪ въ формулЪ (10) суммирован!е при- 
дется вести по всевозможнымъ сочетаниямъ изъ всЪхъ я строкъ по р. 


ПримЪръ 1: Разложить опредфлитель 5-го порядка по минорамъ 
2-0й И 5-сй строки: | 


Чт р: С] С е] 





























Со р Со 4 бо 'а2 Во в 21 
(3 0. С3 (3 ез — а р : С3 (3 @з 2 
5 > ` 
аа ба Сл Ца е4 р Сл Ча 64 
а5 05 65 5 65 
{ 61 (1 61 | ха 1 С1 21 
Е ‚ 3 43 @з т а и | 3 @з 63 
Ла 58! | ва бе 
4 (4 @4 | Ча @4 64 
Чо @ ре Гб с> и фе | 
9 2 а м 
| 94 64 @4 4 4 #4 
| [ 
(с е | Че брат 
фе (2 р 62 её | | 
ра Я 3 С3з ез —- те м Чз Сз (3 р 
|5 4, "и | а еЯ 
(4 Са е4 4 ба С4 
| а 61 е; | 1 а: 61 с, | 
за } Из | е — 1 (3. 3 СЗ 
с; а. 45 6; 
Ил ба ба (4 64 С: 
1 61 ий 
== 2.85 
ми Ч | (3 
р. зо ад Ба (4 
ПримЪръ 2: | 
О 0 с фе 
ОО сл 42 е | аз 63 43 а 
оз 30 430 |= —| аа Ва 44 |. а. 
р 2 | 
аа 40 440 (5 65 Ч 


И 5 5 0 Ч 0 


42.82 лы 


Зам5чануе 1. Какь показываютъ предыдущие примЪры, 
теоремой Гар!асе’а можно пользоваться для развертывания и вмЪ- 
ст$ съ ТБМЪ для вычислен!я опредфлителей. 

Зам чан{е 2. Второй изъ этихъ прим$ровъ можно обоб- 
щить сл5дующимъ образомъ: если въ опредфлител5 всБ элементы, 
принадлежаще какимъ-либо п строкамь и т столбцамъ (прямо- 
угольникъ), суть нули, то онъ равенъ произведению двухь допол- 
нительныхъ подопредБлителей порядка ® и порядка т; 








у Оо 1 гот Ч, И ит Я -то Е | 
я > 

“1 Я оо оз ® ® Я я О 2 -- 1 ( о и —- 2 з м (1 2) * -- 7% | 

+ | 
| | 

С 1 Со Ч 3 т И И во > ее 1-4 В. О | „Я [1} 

о0о0 ( С т 
| ® ® Чт Чо * ® Я 17 178 
0 0 () ® ® 0 Чт Чо з ® А 


| 


® Ф $ ® ® ® © э ® ® Ф ФФ о ® 


0 0 о.. С О, Я сто м О 
Величины а„, для которыхъ | <=", ап- |= ки г 77 
въ правой части равенства не входялъ и, слЪдовательно. не вляютъь 


на значеше даннаго опредлителя. 
Зам чан1е 3. Возьмемъ опредфлитель п — аго порядка 


А = |а„| и прибавимъ въ немъ лишнюю строку и лишнйй стол- 
бець, получимъ новый опредфлитель: 





(11 @1>5 Ч. . -@|, 


о, @ @:. . „а г, 


® 


71 90 О из ое . И р 
У У: Уз р п > У й | 


который по отношен!ю къ начальному называется окаймленнымь. 
Поставимъ себЪ задачей развернуть его по вновь введеннымъ вели- 
чинамъ х,, 1... .%,, 9 У. . у, 2. Прежде всего разложивь О 
по элементамъ послБдняго столбца (или псслБдней строки) мы легко 
найдемъ, чго 2 входитъ въ окаймленный опредБлитель въ первой 
степени съ коэффлщентомъ равнымъ АД, остальные же члены опре- 
дЪлителя булу.ъ содержать парныя произведен!я хр уа. Постараемся 
опредфлить коэффищенты при этихъ произведеняхь. Легко видЪть, 
что въ составь Ю будетъ входить выражен!е [формула (3) этой 
главы]: 

(ра Хр 


‚ Мрв 
т . ре! , 


1-1 








а 
(-В 


я 


ДВ А = э-ри--1-На-Ри--1 и миноръ второго порядка взять по 
отношен1ю къ опредБлителю О. ДалЪе, сь одной стороны произве- 
ден!е хр у4а входитъ только въ указанное выражен!е и въ осталь- 
ныхъ членахь опредЪфлителя Л) не встрЪчается, съ лругой стороны 
упомянутый миноръ второго порядка опред$лителя О будеть вмЪстЪ 
съ тБмь миноромъ перваго порядка Мура для начальнаго опредф- 
лителя д. Итакъ, искомый коэффищенть для произведен!я х» и, вполнЪ 
опредфляется, онъ будетъ: 


— (РТ Мод, 


и разложенте опредфлителя О представится въ слБдующемъ видЪ: 
2-9 , 
р,4 : 
или на основанйи (3} главы Ш-ей: 
мыза \ ы 
Рр=4А2—2 у: и “РУч. 


Р,Ч 


Глава\у. 
Перемножене опред$лителей. 


1. Произведен1е двухъ опредБ$лителей 2-го по- 
‘рядка. Согласно замЪчанию (2) предыдущей главы произведеше 
двухъ опредБлителей псгрядковъ п и т можно представить въ видЪ 
опред$лителя порядка т--и. Посмотримъ теперь, какъ можно по- 
низить порядокъ опредБлителя-произведенля, ЗамЪтимъ прежде всего, 
что порядокъ опред5лителя мы всегда можемъ повысить на любое 
число единицъ; какь показываеть это сл5дующ примБръ: 


га: 61 0 и 00 
м р. | на ь. 0 Це 00 | 
авто ито 
то’ 1081 а 
| 4 94 


ЗдЪсь рядъ чиселъ 43. 03, @4, 6а,. . . соБершенно произволенъ и 
не влияеть на значен1е новообразуемыхъь опред$лителей. Такимъ 
образомъ въ дальн5йщемъ мы можемъ разсматривать лишь произ- 
веден!е двухъ опредБлителей одинаковаго порядка. Разсмотримъ 
сначала простЪйший прим5ръ перемноженя двухь опредфлителей 
2-го порядка: 


Ч1 6. -[ 0 
а: 61 а: 61 __ аз 0. 0 -1 
@2 02| |402| |0 О а: В: (1). 














О 0 «> 62 


ее 34 зе: 


во второй части равенства ьъ правомъ верхнемъ квадрат, какъ 
было указано раньше, можно поставить какя угодно числа: для 
посл5дующаго оказывается удобнымъ по дагонали вь этомъ квад- 
ратБ поставлль—1, а остальные элементы принять равными нулю. 

Для упрощения опредфлителя (1) прибавимъ къ элементамъ 
‚ перваго столбца соотвЪтственио элементы 3-го столбца, умноженные 
на а:, И затБмъ элементы 4-го столбца, умноживь ихъ предвари- 
тельно на а; наконецъ кь элементамъ 2-го столбца прибавимь со- 
отв$тственно элементы 3-го и 4-го, умноживъ ихъ предварительно 
на [чи 65: | 


ино | коей 503 
45! 0-1 | () 0-1. 
в 00а || а, 6 0 ие | =. 
9 0 0-5 65; | 4192 — 4285 0 с В» 
О 0 -[ 0 
у 0 0 -1 
= ` @1@1 -= 0561 010, —- .82 а, 8. (2). 


9162 -- @82 [112 -- [№262 а В» 


Примфняя къ опредфлителю (2) теорему Глр1ас’а мы гайцемт: 


| 6 ба 1 
аз бэ. 9» В» 


: 
1 
: 


№ ( 1) [3 4]--11 2-2 4-Е1| —-2 @171 —- 4201 614 — роб | -| , 


—— 
——— 











| ата2 -- 4262 ба. 6,6. ° ГО -1 
или окончательно: 
аз 61 | ал 61 ге 11 -- а>б1 ола: -—- 6261 (3) 
из (2 ‚42 2 а1п2 -- 9265 ба -- 6562 











Таково произведен!е двухъ опред$лителей 2-го порядка въ формЪ 
опред$лителя того же порядка. 

Составь элементовъ опредЪфлителя-произведеня У насъ полу- 
чился такой: элементы столбцовъ перваго опред$лителя комбини- 
‘руются съ элементами строкъ второго, будемь кратко говорить, 
что перемножаются спЮлбцы на строки. Если въ первомъ опредф- 
лителЪ$ замфнить столбцы на строки, а строки на столбцы, тогда то 
же правило по отношению къ начальнымь опэед$лителямъ дастъ 
произведение строкэо на строки. Произволя такую же зэм$ну 
столбцовъ строками и строкъ столбцами го второмъ опредЪлителф, 
мы получимъ еще два способа составленя произведеня: столбцы 
на столбцы, строки на столбцы. Итакъ, произведенле двухъ опре- 
дБлителей может быть составлено чстыоьмя способами: 





из ь. аз 61| | @1а1 ФЛ 11-Е ЕВ, | 











(о р. | ИР 051 — Ста@2--@282 1а2--02В2. ра 
а а1-Н 161 Ч -Н: Ви, а1-- 4245 р1а:--52а> к 
Е 1-0.» 2-7 8э7>. и 161-262 161-656» | 





11-172 а2‘4-- ао 


а18:—-—185 4261-5565 


Развертывая эти произведения, нетрудно непосредственно уб’Бдиться 
въ ихь тождествъ. 


—< 
——. 





“ 


2. Произвьеден1е опредБ5лителей высшихъ по- 
рядковъ. Перейдемъ теперь къ разсмотр5шю общаго случая. 
Произведен!е двухъ опредБлителей порядка п можно, какь было 
ране указано, представить въ вид$ опред$лителя порядка 21: 


бат 012 @13. . „Ст 100 Бы 
ал @5о 53. . и 0-ГО... О0 
а Я но: Ча чи собни. О Ч вые 


Е 0 0 0. О В дез, 
‘авк| + Пк = И 


| О 00 ...0 бо р бо ое ур 





(5). 


| в о 
| 
|000 ...00 блю 


Умноживъ элементы и--! столбца на 411. элементы п--2 на аз, . 
.. ‹, Элементы 2п-го столбца на @ „1, прибавимь ихъ соотвЪт- 
ственно къ элементамъ 1-го столбца; затЪмъ, умноживь элементы 
п--1, п--2,. ... .2п столбцовь соотвЪтственно на @12, 4% . . ар 
прибавимъ вхь кь элементамъ 2-го столбца и т. д., наконецъь эле- 
менты п--1 п--2,. .. .2п столбцовъ, умноженные соотвфтствен- 
но на 41, (2. . „@„, прибавимъ кь элементамъ п-аго столбца: 
Тогда мы получимъ слБдующЙ опред$литель, равный опред$лителк(5): 








000... 0100... 0 

О Оби. 0 О-о... 
0.00...0 000... ры (6). 
к Со С13 . . . Ся 611 ро Ь:з за о, 

Со1 Со Со... Сол от бо 653 ПИ 2 
| Ст (2 из т ее * Сан 1 р 3 - р к 


3< 


ыы; 98 


причемъ здЪсь для краткости принято: 
й=п 
== >В. ры. . т 
р т р] (1). 
Такь какь въ опредБлителЪ (6) лЕвый верхн1Й квалратъ состоить 
изъ элементовъ, равныхь нулю, 10 по теоремЪ Гл! 1асе’а, опредф- 


литель (6) будетъ равенъ произведен1ю двухъ своихъ дополнитель- 
ныхь миноровл: 


| д 

|@ж | .(—1)". (—-1)’, гдф: 
А— [8-51 п-2,. Ца-И,2,.. п--(и-а-На--а- 2) (1--2-. и». 
`Упростимъ теперь показатель степени отъ — 1: | 


| | р | А 
арии ЕО ЕО ии) 


г д 


т.-е. число четное. Итакъ, окончательно находимъ: 


аш . р ее - (5} 
ГДЪ элементы сх опред5ляются равенствсмъ (7). Эти элементы пред. 
ставляють изъ себя суммы произведен1й элементовъь столбцовъь пер- 
ваго опред$лителя ва элементы строкъ второго опредфлителя. 

3. Четыре вида произведенгя. Если мы, какъ было 
сдфлано для опредЪлителей второго порядка, въ первомъ или вто- 
ромъ опредБлител$ замЪнимъ строки столбцами, а столбцы саро- 
ками и затфмь составимъ произведенле по только что полученному 
правилу, перемножая столбцы на стрски (выражаясь кратко), то 
по отношению къ начальному расположению двухъ данныхь опредЪ- 
лителей мы обнапужимъ возможность составлять ихъ произведен!е, 
перемножая с/12/бцы на столбцы или стрэки на строки, или, нако- 
пецъ, строки на столбцы. СлЪдовательно, элементы опред$лителя- 
произведения могутъ быть опредфлены сл$дующими четырьмя 
способами: 


= . ПЕ 
бк = а, 0, в 0,, бы, 
с а Вок. 6 У а мо 
Е КА зА' + к в 
й й 


Вь этихъ формулахь относительнсе расположен!е двухъ значковь 
тик не играеть роли; если бы мы ихъ переставили между собой, 
то это было бы равносильно замфнЪ въ опредБлителЪ | с» | строкь. 
столбцами и столбцовъ строками, что, какъ извБстно, не м$Вняеть 
значентя опред$лителя. 
ПримБръ 1. 

(т 1 С1 С 91 0 
а |. а, В: | =| 42 Г2 62]. | а» В 0 | = 

(13 3 сз () 0 ] 


в 


(191--426: аза›-- 926. аз 
т: бле1--5581 162-856 рз |. 
с: а 626 г 6142-6282 63 
ПримЪръ 2. 


) 


ы 


ра Г. | ПП 01 062 6.... бил 
Г То 13 т ` 0, 02 63 04.... 6, 
о 2 а 9 62» 03 04 65... . бя41 
| Е В Ви а б—1б, бил1 бил» , . . 69.2 
ГА ФИН. „хи. 
Прим5ръ 3. Квадратъ любого опредБлителя: 
ое | == | Са |, 
причем согласно форм. (7): 
сы Ха ан, если Е-Ёз _ (10). 


Си== Хр 
Согласно замЪчаню, помфщенному посл форм. (9), въ нашемъ 
случаЪ (10) даетъ сд = вы; такой опредфлитель, у котораго’элемен- 
ты, одинаково расположенные относительно главной д1агонали, равны | 
[ев =ем]|, называется симметричнымь опредфлителемъ. Квадратъ 
всякаго опред$лителя будетъь опред$лителемъ симметричнымъ. 


Глава УГ. 
Спредфлитель сопряженный данному и его миноры. 


1. Опред$литель, составленный изъ адъюнктъ 
Дданнаго опредБлителя. Пусть данъ опредфлитель порядка и. 
который мы обозначимъ черезъ Д4= | а |; опредЪлитель, состав- 
ленный Изъ адъюнкть даннаго, называется ему сопряженнымъ. 
Будемъ сопряженный опредфлитель обозначать черезь А, такъ что: 


ЕЕ, г ча 


Вычислимъ сопряженный опредЪлитель черезь элементы даннаго, 
съ этой ЦБлью составимъ произведение: 


А. А = | %|.|Аж|. (2). 
Это произведен1е будетъ: 
д - д == | Стк | | (3) 


р 


ГДЪ с получится по одной изъ формулъ (9) предыдущей главы, пе- 

ремножая, наприм5ръ, столбцы на стохбцы въ слдующемь видЪ: 
1-й | 

С: = С Ч ть . Ари (+) 


24 
Но на оснорани! $ 4 глагы [{-сй: 
‘би =0 при Е); и в; =А. 


СлЪдовательно, вь опредълителЪ (3) всБ элементы, кромЪ располо- 
женныхъ по главной д!агонали, равны нулю, такой опред$литель 
равенъ произведен1ю элементовъ, расположенныхъ по главной д1аго- 
нали. Итакъ, равенство (3) принимаеть слБдующий видъ: 


и. А == откуда 
А—=А"—1. (5) 


ОпредБлитель, сопряженный данному, равенъ 2—1 степени его. . 
Формула (5) представляеть изъ себя тождество (буквенное), она 
справедлива при всякихъ значен1яхъ элементовъ 0, поэтому резуль- 
татъ вывода долженъ оставаться правильнымь и въ томъ случаф, 
когда элементы ах подобраны такъ, что. опред$литель А обращается 
въ нуль. Отсюда ясно, что сопряженгый опредБлитель обращается 
вЪ НУЛЬ одновременно съ даннымъ. 


123 36, -18, 4 


Примфрь А=|149 |=12, А=|--30. 24, -6 | = 144 = 12°. 
[ 8 27 | бб, 2 





2. ОпредЪ$лителе, составленный изъ миноровъ 
даннаго опредБлителя. Поставимъ въ сопряженномъ опредф- 
лителЪ | А» | вмфсто адъюнкль Айихь выражен!я черезъ соотвЪт- 
ствующ!е имъ миноры: 


= о ТУННК С 
А = | (ПМ, | | 
Въ этомъ опредфлител умножимъ строки соотвЪфтственно на (—1)1, 
(—1)3,. . .(—1”,. .. .(—1), а столбцы на (—1)1, (—1%... 
(—1/^,. . .{(—1)", тогда весь опред5литель умножится на 
(2. а, ЕО, ое) 
(—-1) _ = |, т. е. не измфнится, 


съ другой стороны элемент (—1)Т^Ми получитъ, какь принадлежа- 
щий строкЪ зи столбцу #, множитель (22% к, сл5довательно, онъ 
приметъ видъ: | 
{ — КЕ М ‘ (—1 ук == Ми $ 

Итакъ, опредфлитель, составленный изъ адьъюнкть даннаго опредЪ- 
лителя, будеть равенъ опредБлителю составленному изъ миноровъ 
(первого порядка): 

А = | Аи! = | Ма | — А" 1. ‚ (7} 


3. Миноры сопряжен наго опред лителя. Возьмемъ 
теперь какой-нибудь изъ подопред$лителей сопряженнаго опредъ- 
лителя 


А, а ы ‚ Аир, 
а рее 
я (8) 


1 п 7. ® ® ° ® : 


будемъ его обозначать слфдующимъ образомъ, стмЪчая взятые 
строки и столбцы: 


(1 42 . . ® т, 
А Ал о . М с р, (3) 
Выразимъ этоть миноръ сопряженнаго опредзлителя черезъ эле- 


менты начальнаго. На основанйи теоремы Т, р!‘ е’а его можно пред- 
ставить въ слБдующемъ видЪ: 


А: Аа >. А, 00....0: 


А ие а - А, Оз зы 0 | 
ы (2 Е ь с 1. А + Ат. ОС 0 й 
К Ко. А, А, 1 Ат, 1Ко ь а.о. обе О (16) 
але: а. № д РВ Г Оо 
Ар, ре. г 00... | 


Индексы 1,1,, 7... -.%, обозначаютъ тЪ изъ номеровъ 1, 2,. .п 
которые не вошли въ р рядь 1, 12... ’ ТОЧНО Также обозначимъ 
черезъ А+, а, .. 6, ТЪ изь номеровъ 1, 2,. . .п, которые не 
вошли въ послЪдовательность- #1, К» !з,. .Г,. Будемъ предпола- 
гать въ дальнфйшемъ, что Оо .. . Хр И равнымъ обра- 
ЗОМЪ №4, 3<. . . < К,, такь что эм ряды не имютьъ инверай. 

Въ данномъ опредфлителЪ АД выставимъ тепегь на первыя 
места строки 21, 72,.. „и о а В к ей 


р` 
На. +® № | ? и | п ^ | 
% т № Ко. . Г. / А-а = 50 р (— 1. А (10 
ЗАЗ 2 =[1%. .', |. а [а Ра, РКА е °К,| Или на 
основании (25) главы И: 
ве о № 
а. 8-Е 4. АХО, (12). 
| Ц — 1 


Составимъ теперь произведене опредфлителя (:0) на А’, пере- 
множая столбиы на столбцы: 
| Зал Ари. Хо Ана. + + 2, Ана Хм Ами + ХА | 
г т <, 
Хари Ань. Х'рю Ако - * Ям, Ао Х мо Ана > › У‘ АМ 


Ф 9 ® - 
® © Ф * ® Ф © 


* . . * 


Ха, Ам» Хао Ань + Мь Ав Аа Акь > + УЧ АМ ны 


. С . ® ® ‚ - 4 ‚ > * {. ‹ 
Ирака › Чтр-ьаКа Птраакь › И-М? раки 
; у ( 1; ‚а р. р 
} ® ® ® . > ъ ` . > ® 
Тек , Че , >". Чар. Кр --1 ‘Чин 


въ этомь опред$литолЪ всБ элементы первыхьъ р строкь равны нулю, 
за исключен!емъ 1Ъхъ, которые !ринадлежатъь главной д!агонали, 
эти послфдн!е равны вс опред$лителю (4, а потому наше произве- 
ден1е равно: 

| 





| & 1. 
д () зо 0 | ЧТраКр-! Я р-на йт | 
| : } | ь . 
Ол... 0 | Ча аАя 
® ® . ® ° Ф х ы | э ы ь в & 5 & ® > ® > , 
| 
® ом 4 Ф в Ф Ф э ® ® ® ® - * > ъ э | 
| к 
0 С й й 5 Д | Ч, Кр 1 * 2 > Ч, Кн | 


второй множитель получается изъ даннаго опредБлителя А пропу- 
скомъ р строкь чл, 12, . .ъ, и р столбцовь *,, ж», . . К,, слЪдова- 
тельно, это есть миноръ Му г, . - ь. Итакъ мы имфемл; 

Кл К2. „Кр 


1 19 я т 7 _ Ар г. у 
А(,' а и | р и А А. 
[1 о... Об 


отсюда слЪдуетъ, что 


4('1 Г т и — (—1)^. ДР". М То С 26 у (+) 


у о о № 2 
1 | Зе р 


причемъ Х дается формулой (12). 

Эго и есть выражен1е любого минора сопряженнаго опред}: 
лителя черезь элементы начальнаго. Обращаемъ внимане на то 
обстоятельство, что индексы, 21, 12, . . Фр, Ка, Ка, К» употребляются 
въ обЪихь частяхь равенства (14), но въ противоположномъ смысл: 
въ ЛЪВОЙ части они указываютъ тЪ строки и столбцы, которые 
входятз въ миноръ слЪфва, въ правой же части это тЪ строки и 
столбцы, которые какъ разь пропущены въ минорЪ, вотъ почему 
и расположен!е значковъ мы приняли различное въ обЪъ частяхъих 


вы | “25 


равенства. Сверхъ того не м5шаеть еще разъь подчеркнуть, что 
слъва миноръ составленъ изъ элементовь сопряженнаго опредБли- 
теля (или адьюнкть даннаго), справа миноръ составленъ изъ эле- 


ментовъ Даннаго. 
4 Замфна адъюнкть минорами. Помножимъ въ опре- 


дълителЬ (8) строки соотвЪтственно на (—-%, (1) ® (—1)°, 


... (-Ю», а столбцы на (КМ, (-0№, .. (—1)№% тогда 
весь опредЪлитель умножится на* 
(—1)&+8-. . Фр Аа Ао. ТТ Ёр 


съ другой стороны каждый изъ его элементовъ получитъ множите- 
лемъ —1 въ степени равной суммЪ указателей строки и столбца, 


слЪдовательно, зам$няя (—№)--® Ах черезъ М», мы полагая: 


Мн Мик, Ма, | 
Мы, Мк... Ито, вы (15) 
| К у. - 
‹ . * * * . ° ° * ® . 1] {2 . &: >Я р 
М Мрт, и Марь, 
находимъ, что к 
х 
ми ив. и) : ря ти :6 
| \ Аа. . (— КК. (0 
или на основан1и (14): 
[$ р . “5% ° | | д. р 
М| 21 12 в) =срИт| ] АР Гм. | 
\ А: . о Кр 1172. *:, В (17) 
причемъ здБсь для краткости принято, что а ЛЬ 
[4 == [ 21 42 73 я о ] 
[<] — [К Ко [3 о Кр ]. 
Положимъ въ частности что 9==2. (14) тогда даетъ намъ: 
| 1 421. д у 
то | (А. Ма (18) - 


| Ай, Аз» Ко 


5. Адъюнкты и миноры опредБлителя, обращаю- 
щагося въ нуль. Если окажется что А=9, то адъюнкты удо- 


влетворяютъ отношенио: 

Айк _ Ал 

Аз, Аз ее Ако 
Такъ какь выбранные значки произвольны, то отсюда слБдуетъ, что 
о Аи: з5 Айк» ыл АК» 

д ы Ата _ А Кз 

и _Ааь _ Ав _ Вы. 
Анк. Аью. Ако 











бий. 


если опредълитель равенъ нулю, то въ опредфлителЪ ему сопря- 
женномъ элементы двухь любыхъ строкъ (или двухь столбцовъ) 
пропорщ!юональны. 


ПримБръ 1. 


1123. 36, -13, 4 
4—114 91=12 4=| -30, 24 -5 |= 144 == 122 
1827. в а. 
| 4.2 Аз | -18 4. 83 
а Зы -6 2 ОР. 3. щ=-. 
| 





ПримБръ 2. Будемъ обозначать адъонкты сопряженнаго опре- 
дълителя черезъ сш. Составимь изъ этихь адъюнкть опредфлителъ. 


Ку Ч > ` . в К, 
Ч Ч. - бр, 


. 1 : 8 Ф 4 
та р ) 
в (2. 
т 1 й о + ь Д: р я 





Ч т Ч, р Ко ое с #7 р № 


7 л 
и вычислимь его черезъь элементы начальнаго. ПослБдовательное 
прим$нене формулы (14) даеть намъ: 


Аа рыл + Аа ть 


11 45 . , 1) р 
(ин) =. 


® Ф @ « 


Ах, й. | 1 ® я . о ® А. №, 


СЕ 
А — [1 р о г ны [ Ко бы к, ] Е (+ ы 1, НН. м Ты =) 
а -НЬ. -) 


4( 9-1 Фр . м И ри 
р-+-1 Г р--9. . р 





затё мт: 


1 Е ар 


авт . р ь . Фе | рые [11 . и 1-- [К (а. Аж 


| 
Ара з ИЧРК, 


ты Г В ы | . 
при чемь и (Га, рее О, р * . -Е,).  Какь 
было доказано А==4А”—1, сь другой стороны сумма | 


Р-Н, т. СЕН №...) 


и 


будегь четнымъ числомь. Итакъ: 


| 





а са о ь 9 
НС ы х а о (9) 
КА т С1рКр 
ПримЪръ 3. м 
к 
234 |=0, составимъ опредБлитель ему сопряженный: 
[34 
2, - 
2, -4, 2 = 
-|, 2, -| 


зъ немъ ДБйстЕИТельно элементы дьухь любыхъ строкь илн авухь 
любыхъ столбцовъ пропорцщональны. 


ГЛАВА У 11. 


Понят1е о матриц и ея ранг. 


1. Матрица. Будемъ называть матрицей систету т. н чн- 
селъ а., расположенныхъ вь т строкъ и п столбцовъ: 


Чо Чо еще 
1 Со О оз . ‚ м Ч ол Я 
® ® ‚ * . . * . ® (1) 


| 
а 
| 
ь 22 к в: мк © рав! 
| ил Сао Чи ° = О т 


Такую матрипу мы буд-мь иногда для краткости, обозначать 
Черезъ (т п) 

2. Число опредф$лителей, содержащихся въ ма- 
трицЪ. Изь элементовъ этой матрицы мы межемъ составлять раз- 
личкые опредБлители любого порядка отъ единицы до меньшаго 
изъ чисели ти п. Сочтемъ сколько можемъ хы получить изъ” мат- 
рицы опредлителей заданнаго порядка р. Для полученя какого- 
нибудь. опредфлитепя порядка р мы должны взять элементы мат- 
рицы, принадлежаще одновременно какимъ-нибудь р строкамъь и 
какимъ-лиобо р столбцамт; 2 строкъ мы можемъ выбрать способами, 
число которыхъ равно С?„, равнымь образомъ будетъ существовать 
Ст различкыхъ”’ комбинац!й столбцовъ. Каждая комбинащя строкъ. 
можетъ быть соединена съ любой комбинашей столбновЪ, такимъ 


ра 


образомъ изъ матрицы (т, и) мы можемъ составить столько опре- 
дфлитетей порядка р, сколько единицъ въ произведен]и 


С ? Ст, - (2 ) 


Каждый. изъ элементовъ а, данной матрицы можно разсматривать, 
какъ опредфлитель 1-го порядка, ей принадлежащий. Общее число 
всБхь опредБлителей, которое можно получить изъ матрицы (т, я”), 
будетъ равно: 


А — С: ео В $. 3 4 Ч э` 
А к С 7 ` С в | С 8 С и | С эп‘ С 7 ЕЕ -ъ:>.5 Ее С т .С р: о ое ванЫ (5) 
гл подъ 4 разумЪемъ число равное меньшему изъ чиселъ ти п. 
Если въ тождествЪ: у | 
Е _\9Я к СИЕ ‘ия 
(Е 1). (е-- а) — (&-- С) (4) 


развернуть по изв5стнсей формул Ньютона каждуто изъ трехт, 
степеней двучлена х|а, а затъмъ сравгить козффищенты при 


2”и” въ лъвой и правой части, то получимъ: 
т (т ь 
№ =С ти = (5) 


3. Число миноровъ опред лителя. Если въ’ таблиц: 
(1) число строкъ и столбцовъ одинаково и = я, будемъ ее называть 
квадратной матрицей; изъ нея можно получить только одинъ опре- 
дЪлитель наивысшаго порядка п. Согласно предыдущему (фор. 2) 


опрецфлитель порядка я будетъь имЪть (С?,)*миноровь порядка ® —р 
(т. е. опредБлителей порядка р). Общее же число всЪхъ миноровъ 
опред5лителя порядка ® будеть (не считая его самого): 


вт —2. (6) 


НапримЪрь, опредЪлитель 3-го порядка будетъ имЪть 18 миноровъ 

4. Рангъ матрицы. Будемъ говорить, что матрица (1) иметь 
рангъ равный р, если вСсЪ содержаниеся въ ней опредфлители 
порядка р -- | суть нули, но хотя бы одинъ опредфлитель порядка 
Ф отличенъ оть нуля. Если матрица имЪетъ рангъ 9, всБ опредф- 
лители порядка р--| и высшаго суть нули, ибо послЪдн:е можно 
по теоремБ Гар!1с?’а разложить въ сумму произведен!Й опред$ли- 
телей порядка р--1 на опредЪлители, имъ дополнительные. 

5. Рангъ опредБ$лителя. Подъ рангомъ опредфлителя по- 
рядка я будемъ разумЪть рангъ той квадратной матрицы, изъ ко- 
торой составленъ данный опредфлитель. Очевидно рангь опред$ли- 
теля можно установить и незазисимо отъ понятия о матрицЪ: опре- 
ДЪлитель порядка п будемъ называть имфющимъ рангъ ф, если всЪ 
его миноры порядка ® —р —1 (они будутъ опред5лителями порЯдка 
р--1) сугь нули, но хотя одинь миноръ порядка п —р (т. е. опре- 
АЪлитель порядка р) отличень оть нуля. 

Если мы кь матрицЪ (1) прибавимъ строку или столбецъ, то 
мы не уменьшимъ ея ранга, ибо въ ней остаются попрежнему опре- 
АЪлители порядка р, отличные отъь нуля; но съ другой стороны 


КЫЯ ДЕ 


мы можемъ присоединешемъ строки или столбца повысить рангь 
матрицы, ибо можетъ получиться одинъ опредфлитель порядка р-1, 
содержащий элементы новаго ряда и отличный отъ нуля. 

ПримЪръ 1. Матрица: 


> 


7? у 3 


7 } } 


м > — 
5 м 


3 


3, 5, ‚|| 


будеть ранга 2, ибо всЪ, содержащеся въ ней опредфлители 3-го 
порядка, нули, но опред$лители 2-го порядка не всЪ нули. 
ПримЪфръ 2. ОпредЪлитель 5-го порядк:: 


; } ) 


чм ® 
сх Я 
ло 


} } 


100,1 2 
0, 1,012 
0,0112 
1113,6 
2126 12 


) 7 } 


будеть ранга 3; всЪ его подопредфлители 4-го порядка—нули, н$- 
которые же изъ подопред5лителей 3-го порядка отличны отъ нуля. 
Примфръ 3. Если опредфлитель | а | равенъ нулю, то опре- 
дълитель, составленный изъ адьюнкть А его. элементовъ, будеть 
имЪть рангь равный 1 (или даже 0, если всЁ Ай =0). ибо всЪ. 
его подопредБлители 2-го порядка суть нули (глава У] 8 5). 
Аз, Аз, а 0 
ГА ЗАыь 
6. ОпредЪ$лен1е ранга матрицы. Какь было указано 
выше, матрица будеть считаться имфющей рангъ фр, если всЪ ея 
опредБлители порядка р--! будуть нули и хотя одинь порядка р 
отличенъ отъ нуля. Спрашивается теперь, какь же опред$лить рангъ 
заданной матрицы. Само собой разум$ется, что пересмотръ всЪхъЪ 
ея опрёдБлителей порядка р--1 будеть слишкомъ спожнымъ, да и 
лишнимъ. Вопросъ въ томъ, каково наименьшее число необходимыхъ. 
и достаточныхъ услов:й, чтобы матрица имфла опред$ленный рангъ р- 
`Назовемъ глазными опредЪлителями матрицы (1”) тЪ ея опредЪлители 
порядка р, которые отличны отъ нуля, и пусть одинъ из1, нихъ 





будетъ: ь 
| 
(11 (12. С1р 
(>21 (-о И 
А = ат | (7 
Ст Ч... рр 


_ Присоединяя къ каждому главному опред$лителю одну изъ остав- 
шихся строкъ матрицы и одинъ изь оставшихся столбцовъ, будемъ 


у 


— дб 


получать, такь называемые, характ:растическе опредЗлители мат- 
рицы. Такь по отношенио къ выбранному нами главному опредъ- 
лителю (7) характеристическими будуть опредфлители: 





(11 (12 а р (11 
(121 (152 . . . (Гор (|; 
НН" ..... (8) 
1 О’,о * . . (Тр © 
45; С52 . . о. Чар (88 | 


причемъ: 








3=ф--!, р-—-2,. ..т, 

‹—--|, 9+2,. . . м. 
Число такихъ характеристическихъ опредфлителей (для выбраннаго 
главнаго) будеть: 

№ =(т-р) (пр). (9) 
Чтооы матрица имЪла рангъ фр, конечно, необходимо, чтобы вс 
эти ^ опред$лителсй обращались въ нуль. Докажемъ же, что въ 
такомъ случа и всБ остальные опред$лители порядка р--1 из, 


данной матрицы обращаются въ нули. Такь какь по условию дёй =0 
то разлагая его по элементамъ посл5дняго столбца, найдемъ: 


} 


Е , < | | 
ЧА Г —|- (12А И -ы ‚ . . —- Ср й; Я —- 57: А —- 0; (10) 
_вс5 коэффищенты 7, ТГ,. . . Т,5 не зависять оть индекса к, а 


потому соотношение (10) остается справедливымъ для всякаго &`>р 
при выбранномъ указателЪ 3, но въ силу предложения (8) главы 11-й 
это соотнсшене (.0) тождественно гыполняется и для всякаго &=р 
Такъ какь А 520, то (10) разрБшимо относительно а.ё. Итакъ, всф 
элементы аз; любсй строки $ нашей матрицы являются линейными 
комбинац!»ми (.ъ одинаковыми для всей строки $ коэффищентами) 
‘элементо:ъ первыхт, ф строкъ. Въ силу этого свойства ссяюй опре- 
дълитель порядка р--| изъ нашей матрицы: 


га: . 
| а). Ч; 1. г Же А Ь-—1 
15. (! "К, 1=Кр 5-1 








бы бы 
оудеть обращаться въ нуль. | 

Число указанныхь выше условй для наличя ранга р данной 
матрицы является наименьшимъ и дальн? ийшее его приведен!е не- 
‚возможно. Въ самомъ дБлЪ каждый изъ этихъ М характеристиче- 
скихъ опредфлител(Й содержитъ такой элементъ азк, который въ 
остальныхъ не встрЪчается; а потому изъ обращения въ нуль части 
этихъ опредБлителей въ общемъ случа никоимъ образомъ не мо- 
жетъ вытекать обращегне въ нуль остальныхъ. Они межлу собой 


АТ 


НС 


97 


ДТ 


независимы. Игакъ, окопчательно мы получаемъ: если (1—р) (тр) 
харакиери тичскихь опредьлителей, пэлучаемыхь окай илешемь одного 
гласна20 (порядка р), сбращаются въ нуль, то латрица будеть равна р. 
Насколько важно упрощен!е, вводимое этимь предложенемъ, мс- 
кеть показать слЕдующий примЪръ. Матрица (5,7) ранга равнаго 3 
иметь всего опредЗлителей 4-го порядка: 
(> 0. ео 

число де характеристическихь опред$лителей, получасмыхь изъ 
одного главнаго, равно: | 

(7—3) $3) =65. 
Примфнимъ полученное предложене къ одному частному случаю, 
который намъ окажется полезнымъ въ дальнфйшемъ, Разсмотримъ 
матрицу: 





| (НТ (12 . . (и 04 

(91 (25 . . . (9 [. 
обо н а 29 (11) 
| Чт биз. + Чт 5 


назовемъ спредълитель, составленный изъ ея первыхъ я строкъ 
и первыхъ я столбцовъ, черезъ А; опредфлитель же этой матрицы, 
который получается изь А замной столбца номера К послЪднимъ 
столбцомъ матрицы, обозначимъ черезЗъ Дь. Согласно сказанному 
выше, чтобы матрица (11) имБла рангь равный. и— 1 необходимы и 
достаточны слБлуюция условя: 


23. .п—1! 
р га ит +0. о 


а въ такомъ случаВ и всякое А, =0 при К ==2, 3,. : п. 
7. Опред$литель, составленный изъ двухъ мат- 
рицъ. Пусть намъ даны дз матрицы (р, 9) № (а. р): 








аа ь. 1 

. ® ® ] 5 ы , 

11 Ч1э Ч1з “а | 1 Во 63 | | 

а... м. 

Е па | а 6, 
7 > И « » ". . ы ? (12) 

| 1 м < ь 

В Г йе Ш ео м | 


Составимъ теперь суммы произведен!й элементовь строкь первой 
матрицы на соотвЪтственные элементы столбцогъ второй матрицы: 
| 1—4 
С >, 1. (153) 
й=.] 
Матрицу || сх || можемъ называть (символически, только по отноше- 
ню кь ея составу!) произведенемъ двухъ данныхъь матрицъ. ВеБхъ 
элементовъ сё будеть р”, такъ что полученная матрица есть матрица 
квадратная. 


бе 


Разсмотримъ теперь опредфлитель |сж|. составленный ука- 
заннымь способомъ изъ двухъ матрицъ, и найдемъ его значене. 
Этотъ опредБлитель подробнЪе напишется такъ:. 


абы АР ь в Раб 
© %}, 3 , 
> д ой т Ш в й В 2. О 
| бк | = & в: м | (14) 
272 Ру, = т а ‚› ® 22 бр 


во всЪхъ элементахь опред$лителя суммирован:е ведется по индексу 
й отъ 1 до д. Опред5литель (14) можемъ разложить въ сумму (главы 1) 
опредБлителей сл$дующимъ образомъ: 


| 
11. ат: г 
“1, (155 57 255 80 28 
* 
| <7 Г Ч, Ч 242 6 Ч 29р 
Гб г ). т. ты 
Ге | = 20; 1 т ха „рр. й. (15) 
| 
Ср’ С реа ха Сар 





ЗДЪСЬ ча, 1а, 13... .1р Система чиселъ, выбранная изъ ряда чиселъ 
1, 2,. .4. ВсЪхь слагаемыхь въ суммЪ (15) будетъ 4Р, т. е. столько, 
сколько возможно разм5щен!й изь 4 номеровъ по р въ группЪ (съ 
повторен1ями ). > | 

Если р==49, то ясно, что опредфлитель (14) есть произведене 
двухъ опредфлителей | сё |и| С |. Пусть дал$е р>а, тогда: въ 
каждой комбинащи ча, 12, 3,. . -1р будутъ входить непрем$нно. по 
два ипи боле одинаковыхь номеровъ, а въ’ такомъ случаЪ вс 
опред5лители, вхоляще въ сумму (15) будуть нули, ибо они будуть 
имЪть по крайней мЪрЪ по два одннакоЕыхъ столбца. Итакъ, если 
Р>4, то опредфлитель | с; | равенъ нулю. 

Предположимъ, наконецъ, что р<а. Всего опредЪлителей будетъ. 


11 (15, га и 


(11 Ч о ыы “ть 


(16) 


Сры ры * бр 
‘4, но ВС т, у которыхь два или болъе столбцовъ одинаковы, 
пропадаютъ; слВдовательно, на мЪста 4, 12,.. 1р Надо изъ чиселъ. 
ряда 1, 2,. .4 ставить одновременно только ‘различные номера, 
слЪдовательно такихъ комбинащй будетъ 4Р,. Таково будетъ число, 
опредБлителей (16), отличныхъ отъ нуля. Выберемъ въ суммЪ (15) 
такая слагаемыя, которыя содержать опредБлитель (16) съ тбми же 
самыми значенлями индексовъ 11, 12.. . .1р, но. различно располо- 


ных ДО 


женными. Такихъ слагаемыхъ будетъ, очевидно, р! и сумма ИХЪ 
представится въ слБдующемъ видф: 


Чт» 914. . ба 
: [24 42 о © р] . [21 12 . © р } Ч, Я 12, о с С 1 (17) 
(— | 1 В о о 5 6 (—1) ® о 9-э о о о с © 1 


бра бра, . о бр 


эта сумма распространяется на вс р! перестановокь значковъ 
11, 12, 13,. .1р, а потому она будетъ равна произведен двухъ 
опредфлителей 


6:1, ба, . о © ор @1]., @1;,, ® .. (15, 
бл, т о 6: Ч, Ч... +. Ч: 
® ®* & ® ® ® ® 9 ® ® я ® ® ° ® Ф ® ® ® ® ® (18).. 
ул, о, . о в о п бра, в 3 Ч рь 


Сумма (15) распадается на С? группъ по р! слагаемыхъ, отличныхъ 


отъ нуля, каждая изъ этихь группъ, какъ мы видБли, можеть быть 
представлена въ Видз произведешя двухь спредфлителей (18). 
И'акь, опредфлитель | с» | въ случаь р<а равенъ суммЪ С? про- 


изведен1й" вида (18). 


ПримЪръ 1. 
71 01 аа В а1@1 -- Ба» а2@1 -- [р а, || 
ба [2 || |492 в. |— ат —- 6162 аз б1 -- 65а? | 






































Опредфлитель 2-го порядка, составленный изъ кгадратной матрицы 
въ первой части равенъ, очевидно, произведеню опредлителей, 
составленных изъ матрицъ лЪвой части. 


























ПримБръ 2. 
а1 61 С | т я а1@1 —|- 9161 -- 171, 4201 -Е 661 -|- 6271 
@» 62 бо ы ы а -- 61 6> -- 6172, @з@> -- 6562 —- С. 
1 72 


Этоть примръ соотв тслвуеть случаю р<Ха. Поэтсму: 


Ст —- 6161 -- 171, а:Я@1 —- 6:84 —- 6:71 
а122 | 618. -- 647», ага: Г В: Вс. 72 


1 61 бе С А. |4, @2: | Сл ии `В: 8. 

ь .: и" м: 
а? 62| |618} {а с: у 16а 621 |7: 
_ Примемт, что 
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ат = (1 ==4Я1 @2=—@: = 42 

Ь. = В1 == Ул 62 — Вз = У> 

1 =7! =21 64==7.==2., тогда предыдущее соотношение 
намъ Дастъ: 

2 
(пе -Нуе-г 2?) (луг -Е 22 ель рае д)" 
(х1у2 — 2591)2-|- (У122— У-21)-[ (2152-- 201)? 

это извБстное тождествэ (Лапласа), которымъ часто приходится 
пользоваться въ аналитической геометри. 
Пим ъ 3. Нижесл5дующей прим5ръ оотвтствуеть случаю. 2_>4 














аз 0 
аз 3 (> 62 У || ТОГДа 


ааа, -- 142, а1В1-- 618», а1у: -- У» 
1201 -|- С, 0201 -- 0562, (271 -- 5уз 
130 —|- 302, аз 1 -- 636 2, @371 ты 637 





Ее 





С 
_ астра 


Глава \1Ш. 


Линейныя уравнения. 


|1, Линейная неоднородная система, конечныя 
р шен 1я. Пусть у насъ имфется система я неоднородныхь урав- 
ннй, содержащихъ 7 неизв стныхь 11 422, . . Хи: 


21121 —— а127 9 $ * —- атьТк -Г- ® ® 8 -- ал" — р 

аэ1т1 —- поэта -- . & э —- аль ть —- =... № -- аи т» = 6 
Г ® ® Ф ® ® ® * э ® ° ® ® ® ® о ® = ® Ф ® ® (1) 

а -- @т2——. . ‚ --@льть —. . Чтв — [р 
Будемъ обозначать опредБлитель, составленный изъ коэффищентовъ 
при неизв5стныхъ, черезъь Д== | а; |, его адъюнкты перваго по- 
рядка, соотв5тствующе элементу а», черезъь А». Для опредБлен!я 
какого-нибудь неизв5стнаго х„ умножимъ первое уравненйе на ДА)», 


второе на 4.„,. , . посл5днее на Д„„ и затБмъ сложимъ ихъ. Тогда 
коэффищентомъ при хх» будеть сумма: 


| а1« Ах -- аа А. о ки Анк, (2) 


т.-е. опр-дБлитель 4; коэррищенгь при какомъ-либо другомъ не- 
ИЗЗЪСТНоМЬ ть будетъ: 


С Аз а, А , . —- ак А пк) 


т.-е. нуль. Такимъ образомъ, мы этимъ способомъ исключаемъ изь 
данной системы всБ неизвфстныя, кромЪ х„, послЬднее опредЪ- 
_ ляется въ слБдующемъ видф: 


Е 
А. хь = НАь-- Аж -. . „Вы Ак. (3) 


Правая часть равенства (3) получается изъ суммы (2), т.-е. опре- 

дБлителя А замБной элементовъ столбца ЕК соотвЪ5тствующими сво- 

бодными членами нашихъ уравнен!й, будемъ ее обозначать черезъ 
А». Такъь что: 

Д е ТЕ — Ак (4) 

Итакь, если опред$литель, составленный изь коэффищентовъ 

при неизв5стныхъ въ данной систем$ уравненйй, отличенъ оть нуля, 

то р5шеше этихъ уравнений предсгавляется въ слБдующей формЪф: 


Ду 


ый Ра (5) 


тд А — опредБлитель, составленный изъ коэффищентовь при неиз- 

встныхъ, ДА, — опредБлитель, полученный изъ А замфной элемен- 

товъ столбца Ё свободными членами данныхъ уравненй. ОтмЪтимъ 

при этомъ, что свободные члены мы писали въ правой части каждагое 

уравнения. | 
ПримБръ. Пусть намъ дана система: 


ху За 4и = —3 
2х у--42-- и=5 
З%--4у-Н а--2и=—3 о 
4х-- у-2а-- и = 


ТОГДА 
ина 1234 1234 
2341 1341 011-53] = 
В 3612 та отт 
4123 [4123 0-3 11 
3234 0111 
5341 5341.| - 
= ат] 1 |3 л1 21° 
1123 4123 
0001 
5-1 31 
— 10.5 1 2|= 160. 
Р-р 3 
1-3 341 отт! 
2541 25411 
Ни" | 3312 |=10.| Заз 27 
4123 4: ЕО. 


ОНО аа 
гооо 
12521 

ВН .3 3 2 а О 
412 -1 

М “° В 

х==- =1|, —= —“==— |, ит. д. 

А А 


2. Безконечныя р$Ъшен!я. Конечное опред$ленное зна- 
чен!е для ль, мы вывели изъ уравнен!я (4) въ предположеши, что 
15-0. Если же теперь опредфлитель Д обращается въ нуль, но при 
эзомъ Дь отлично отъ нуля (при всякомъ Ё), логда уравнен1я вида (4} 
не могуть удовлетБоряться никакими конечными значен1ями неиз- 
ВЪСТНЫХЪ #21, 212,. . .Т,, ВЪ этомъ случаБ будемъ говорить, что 
наша система (1) им$етъ только безконечныя рЕшен!я. 


3. Неопред$ленныя р шен!я. Допустимъ, наконець, 
что Ди какой-нибудь опредфлитель 4» (при опредфленномъ значени 
индекса К) обращаются вЪ нули. Тогда уравнене (4) выполняется 
тождественнс при всякомъ значен!и хр», изъ него уже нельзя опре- 


двлить это неизвЪстное. При указанныхъ услов1яхь и А; при любомъ 
значен!и номера + обращается ьъ нуль, т. е. значения всЪхЪ неиз 
ВЪСТНЫХЪ 21, 72, . . „2 будутъ неопредБленны. 


Если спредфлитель ЛД буде ранга ф«п—1, ТО всБ его 
подопредЪлители порядка я — 1 обращаются въ нули, слЪдовательно, 
разложивъ ху (при любомъ значен!и Ё) по элементам столбца #, мы 
получимъ, что этоть опредлитель тождественно равенъ нулю. 

Если же ЛД имЪеть рангь р=я—1, то Дь обращается въ нуль 
при услови, что: 

Д =0 и Ду 0; 


въ силу предложения, доказаннаго въ 8 6 главы УП-Й. (6) 

Итакъ, если каждый изъ двухь опред$лителей (6) равенъ нулю, 
то и всяюй Л»=0; система уравнен!и (Г) неопредфленьга. Съ какой 
степенью произвола разрЪшается система (Г) мы разъяснимъ позднЪе, 
теперь же лишь замфлимъ, что неопред1 ленносзь ршен!я происхо- 
дить оть того, что по крайней м$р$ одно изь уравненйй этой си- 
стемы является слфдстнемъ остальныхъ ураЕненй. а 

4. Линейная неоднородная система. Общ{!Й слу- 


чай. Пусть у насъ имется т линейныхъ функщшй съ п неизвЪс - 
НЫМИ 14 952, ® ® ® Ти. 


 р=ант-Рарж-. . ‚ -- ат" 
{2 = азт7л -|- @ 272 -- о -- б2их и 


(7) 


® 9 ® ® 


[в == @ж- 91 -|- От>То —- 5.540 < -|- О тип. 


Систему т данныхъ неоднородныхъ уравнен:Й мы представимъ тогда 
въ слъдующемъ видБ: 


П = 61, Та == 62, Е > О | (8) 
Обозначимъ ‘черезь А или черезь (т, п) матрицу, составленную 
изъ коэффищентовь уравнен!й при неизеЪстныхт: : 


@11, (12, о . - (1 
Дол, (25 . . о Ф:и 


о _® 


А 


|| 


Ятл, О@т>, . . | Спи 
и черезъ 4? или (т, п--1)` матрицу изь этихь же коэффищентовь 
съ присоединен1емъ столбца свободныхъ членовъ уравнений: 
| (11, @1%, › ® о @и 61 
(21, @22,. .. Я», ро 
ео О (10) 








: Яр, Ч п>, ® о ° О п р 
Пусть рангъ матрицы 4 будетъ ри 


12 32...50 
поз ов 


одинъ изь ея опредБблителей порядка р, отличный отъ нуля; этотъ 
опред5литель мы обозначили, согласно прежнему услов!ю (глава 1 
$ 4), выписывая номера стоокъ и столбцовъ. Составимъ опредБлитель: 


Г. Чт, Чт, . о = тр 


д) Ча, 1, * * * бр 


Х р ? | 
Е 1, @, а... - @,р | (12) 


| 1 Гр, бр, Ч р, > рр 
и разложимь его ЕЪ сумму опредблителей по слагаемымь перваго 
столбца: ` 


, ° : 5 е ` ‘ г | 
ых Ч Чь  * + Ср ОЪр, бы, Чи, * ° СЕр 
| 5 ъ%- 
Ч 1, а, ) ит 9“ “р (р, Чт, @ :Р 
а а Ц ® ° . 1 С | [9 д . ® . а 
Ее -.. 21, 21 28, 91) 2р, ‘з1, 22) эр 
р = 1 ь : ь . ь ь р . ы ы --...-- р ь : ь ® .® ® = ® & г 
ыы С ® “ 9 С, 
Ир, бр, О ра, ® э + бур | рр, бр, 23. РР! 
атр--1, Чъл, Чи, . . @жр Як». ака, @к2, « - р 
Я1р--1, @11, 12, . , @1ь @ 1», @л1, @12, * + @1р 
Чзр --1, 421, Поз, . . @ Соя (21, @28, . = @>р | 
= ск ® |--. Ех С. 2% (13). 


2» БД 


Коэффищенты при 21, х,. . т», обращаются вь нули, какъ опредЪ- 
лители, имвющ!е по два одинаковыхь столбца, коэффищенты при 
остальныхь неизв$стныхь тоже нули, какь опредфлители порядка 
2--!, принадлежаще матрицЪ А ганга р. Изакь Е». 1 тождествен- 
но, т.е. при всякихъь значенияхь неизвЪ савыхьъ 21, 12, . . . т, равенъ 
нулю. Разложимъ теперь этоть опредЕлитель по элементамъ перваго 


‘столбца: 
АЕ Аи-НЬАА-Ь. . .-НЬ 4ь=0 (14). 
Е==--1, Р-|-2,. т. 
Такъ какь 4,20, то это соотношене разр$шико относителько 
функщи 7». Итакъ, если рангъ матрицы 4 есть р, то т—ф функ- 
ЩЙ ]» будутъ линейными выраженями остальных ф функшй, иначе 
говоря, первыя будутъ линейно зевисимы отъ посл$днихъ. 

5. Необходимое услов{е разр шимости. Отсюда 
слфдуетъ, что если система (8) удовлетв-ряется конечными значе- 
3ЯМИ 121, 42,. . 5», ТО свободные члеры уравнен!й В. Ва, . .Ёы 
не могуть Сыть выбраны произвольно (при любом рангБ р мат- 
рицы .4); вь самсм ДЪлЪ, если существуеть конечная система зна- 
чени 21, 21,. .х„, удовлетворяющихъ ‘уравненемъ (8), то, подста- 
вивъ эти значен1я въ тождественное соотношене (14), мы получимт: 


кб Д-Р . ® @ НЕБА» = 0 (15) 
Е—=р-1; р--2. См, 


т, е. между свободными членами 51, 6», . .В„ существують тЪ же 
линейныя соотношен!я, какъь и мелду функщями р, р: . |» 
Таково услов!е, необходимое для разрЕшения въ ковечномъ Еидъ 
системы (8). 

6. Достаточное ‘услов{е разрфшимости. Нетрудно 
показать, что оно и достаточно. Въ самомъ дБлЪ, предположимъ. 
что рангь матрицы „А равенъ ф, слБдовательно, т— р функщи 
ра, [р+2,  . о [м ЯВЛЯЮТСЯ лИНеЙНныМИ Ккомбинащями р функций 
, [2,. о „/в» Пусть ДалЪе Ф»4а, бро, . о. ., ы связаны тфми же 
линейными соотношен1ями (15), какь и соотвЪтствующя имь фувк- 
щи /». Вычтемъ теперь изъ равенства (14) почленно равенстео (15): 
(Ге — Выр -[- (1 — 6) АН — би -Н. . НВ) =0 (16) 
| = 1: р-2,.. т. | 
Это тождественное (относительно 21, 2,. .2,„) соотнсшене разр- 
шимо относительно ][,. Если теперь эл, 2. . «м подобраны лакъ, 
что они удовлетворяють р перЕымъ уравнен!ямъ изъ системы (8), 


то (16) показываетъ, что будуть удовлетвсревы и осталькыя т— 
уравнений этой’ системы. | 


1. Ршен1е общей системы. Уравненямъ же: 
П= ба, ра, = = (17) 


можно удовлетворить слЕдукщимъ сбразомъ. Перенссемъ въ нихь 
въ правую часть негзвЪстныя 17р+1, Тру, . о „Жи 


Бы 


1121 -- а: --. . .-Рагьйр = — @1р--:Хр1 —. - — би 
ах, -- а2:-- ар. -Га-ртр = 02 — р-р 1. ‹ Чи 


(18) 


®= ® ® ® ® Ф 9 ® ® . ® ® 


Вр: —- арх» -—- . о о -Рарьтр —- бр — Орр-1 Тр 1 вы. а —бСбрФп 


О предфлитель, составленный изъ коэффищентовъ при неизвЪстныхъ 
21, 22, . „Хр есть Др, который по условю, отличенъ оть нуля, а 
потому (3 1 этой главы) система (18) въ конечномъ, опредфленномъ 
вид разрЪшима относительно 51, 1. . .х»; выраженя этёхь по- 
слфднихь будуть содержать х,+1, жр+»,. .х»,, которые остаются 
произвольными. Удовлет воривъ, такимъ образомъ, уравненямъ (17), _ 
мы тЕмъ самым’., какъ было доказано, удовлетворимъ и остальнымъ 
т — р уравнен1ямъ системы (8). 


8. Другая и орма необходимаго и достаточнаге 
условтя. Услоне, которое мы получили для разр шимости ск- 
стемы (5), можно представить въ инсй формЪ. Изъ предыдущихъ 
разсужденй легко было бы обнаружить. что въ матриц Д® эле- 
менты какой-либо строки являются опред$ленной линейной комби- 
нац.ей соотв5тствующихъ элементовъ р первыхъ строкъ, отсюда, 
далЪе, нетрудно вывести, что всЪ опредфлители порядка р 1 изъ 
матрицы 4” суть нули, т.-е. ея рангь будеть равень рангу метрицы А. 
Не будемъ подробнЪе развивать эти соображен!я, а дадимъ новое, 
независимое отьъ предыдущаго, обоснован!е этой формы услов!я.. 


‚ Рангь матрицы 4° не можеть быть менфе в ранга ея части. 
Покажемъ, что онъ не можеть быть и болфе рф, т.-е. всв епредфли- 
тели порядка р-|-1 матрицы .4° обращаются въ нули. 


Пусть Ё1, Ка,. .Ё каюе-нибудь индексы изъ ряда 1, 2, 
3, хз аи, №. „ъ | 1— ивдексы изь ряда 1, 2, 3,. „т; составимъ 
епредзлитель = 


о “1, Чо, о © = тк 


ки Жк а Уд (:9) 


$ 
О 


Разложимъ его, подобно опредфлителю (12), вь сумму опред$лите- 
лей по слагаемымъ перваго столбца; козффищенлы при всфхъ нс- 
извБСТНЫхХЬ &1, 22, . . т» будуть нули, какъ опредЪлители порядка 
#--! изъ матрицы А’ ранга р. Слфдовательно, спредБлитель (19) 
тождественно, при всякихь значешяхъ #21, хХа,. . т», равенъ нулю. 
Пусть теперь 21, ха, 2з,, .м. выбраны такь, что система (8) удов- 
летворена; подставляя въ (15). вмЪсто } равное ей при этомъ услс- 
ви число 6;, мы получим? : 


2=.56. = 


Ба’ бы» бай + 05, 


Ро быки бы» С | (20) 


б 





р ры брак» * - Ч, 


Всяюмй опредБлитель порядка о--| изъ матрицы .°, содержащий 
‚ элементы послфдняго зя столбца, равень нулю; друг!е же опредф- 
лители порядка р--1 этой матрицы—тоже нули въ силу принад- 
лежности ихъ матриц А. Рангь матрицы .4? не можеть быть и 
болЪе ф, слЪдовательно, онь равенъ р. Чтобы данная система (8) 
имБла конечныя рЪшен!я, необходимо, чтобы рангъ матрицъ А и 
48 былъ одинаковымъ. Остается показать достаточность этого усло- 
вя. Разсмотримъ опред$литель: 





Пе — В бр, Че - ау, 
1 —6:, а, а»... а. 
| 5—6, @, а. - са. (21) 


э ® 9 о ® ® ® з ® э з ® 


В ах 6, О 1, Ч, з ® ® О 


К =р--1, р--2, о т, 


этоть опред$литель тождественно обращается въ нуль, ибо онъ отъ 
опредБлителя (12) отличается только свободнымъ членомъ (незави- 
СЯЩИМЪ ОТЬ 11, 5,,. . 2»), Который ВЪ силу условя (20) тоже нуль. 

Разлагая этотъ опред$литель по элеменгамъ перваго столбца, 
мы, очевидно, получимъ соотношение (16), которое показываетъ, что 
удовлетворяя р первымъ уравненямъ сисгемы (8), мы удовлетво- 
римъ и всБмъ остальнымъ. р 4 

Итакъ, услов!е необходимое и достаточное для разр шимости 
системы (8) въ конечномъ и опредБленномъ вид таково: рангь 
матрицы (.4), составленной изь коэффищентовь при неизвЪстныхь, 
не долженъ изм5няться оть присоединемя къ матрицЪ’ столбца 
свободныхъь членовъ уравненй. 

ПримЪръ. Разсмотримъ систему уравнен1й 


х--2у-Н 32+ 4и=-3 
те зу 2-1 Ци = —10 


рангъ матрицы, составленной изъ коэффищентовъ при неизвЪстныхъ: 


1123, 4 


А = 9, 16 
6, 10 


1, 4, 
1, 3, | Зах 
равенъ 2; если присоединить къ ней столбецъ свобоцных членовъ: 


|; 2 д.9 4 = 
А°—=| 1, 4, 9, 16, -Т 
1: 3, 6, 10, -10 


рангь останется прежнимъ. Наша система удовлетворится, если 
удовлетворить первымъ двумъ уравзнен1ямъ. Третье уравнене си- 
стемы является слЪдстнемъ двухъ первыхъ. 

9. Однородная система. Простф5йш!й случай. 
Если данная система уравненй однородна относительно неизвЪст- 
НЫХЪ #1, 22, . . „Хи, ТО ИЗЪ Нея можно опредБлять только п —1 от- 
ношен!й ®—1 неизв5стныхъь кь какому-нибудь одному изъ нихъ; 
поэтому линейная однородная система не должна содержать болЪе 
7 —1 независимыхъь между собой уравнен!й. Положимъ, сначала, 
наша система содержить какъ разь и—1 уравненй: 


1 =0, 5 =0,. + ‚ п_1“=0 (52) 
и притомъ матрица, составленная изъ коэффищентовъ: 


а, (13, ‚ « . @1в 
(21, (>>, ® о Оп ^ 
(23) 
Я —1,1, Я(—1,2, 9 о о Я и—1 я 
будеть ранга п—1. Допустимъ, что — 
| 2 3 . ® ® 7% — | 
е_| 1 2, 3 
1, 2,3, . сы | 


есть опред$литель порядка п—1 изъ матрицы (23), который не ра- 
венъ нулю. Перенесемъ тогда въ уравнен1яхь (22) неизвЪстное т» въ 
правую часть и будемъ ршать уравнен!я. 


(112 ах --.. . о ати лиф —= — 1 
о | и | —|- и эт а | Е 2и ’п | (22’) 
ат Н@нр1 с-Р. . ищи аТил= -—@л-1и а 


относительно 21, 5%а,.. . .Т,—1. Будемъ въ дальнфйшемъ обозначать 
через 9 тотъ опредфлитель порядка я—1, который получается изъ 
матрицы (23) пропускомь столбца номера К Р$Ъшен1е уравненйй 
(22') по формулЪ (5) этой главы представится такь: _ | 
гу. бб = —я,.| 1 2,. «А, м, Е... П1 | (24) 
ЗдЪеь въ правой части опред$литель. мы обозначили талько номерами 
столбцовъ, переставляя ихъ найдемъ: 
‘или, наконецъ, въ вид пропорщи: 
(2.0, (—1)". 9% 


« 


К —1,'2,... п—1. `` (25. 


ыы 


Элзему рЪшеню можно дать сл$дующую интересную форму: приба- 
вимь къ матриц$ (23) лишнюю сроку (ни, Си, . . бу ТОГЛа ИиЗЪ 
полученной новой квадратной матрицы сославикъ ог.редегитезь 
Д = | аж|, нетрудно теперь видФть, чго @» есть меноръ Мдх, и 
формула (25) перепишется такт: 
| к че г п 
‘(—1) К Мик (—- ПМ ит 
или, наконецъ, 
Г ть. тя | 7 
о А р] 2... И (26 
‚А пк. [2 НИ т < | ) 





Само собой разум$ется, эти послдня отнсшен1я не содержать эле- 
ментовъ прибавленной кь матрицЪ строки. 

0. Однородная система. Общ:й случай. Переходя 
къ общему случаю однородной линейной системы, предположимъ, 
что она содержитъ т уравнен1й. Необходимое и достаточное услове, 
которое мы получили для возможности разр? шения вообще линей- 
ной системы, здЪсь непремфнно кыполняется: матрицы Аи 4° бу- 
дугь имфть одинаковый рангъ, ибо вторая отличается отъ первой 
однимъ столбцомъ, всБ элементы котораго суть нули (сРободные 
члены уравнений). Если рангъ матрицы А будет равенъ 2(7« п), то 
система ре 
[1 = 0, а. [3 —0, . . . в=0 (27) 


будеть содеряать р кезаекисимыхъ межру ссбой ураенен!й, Пусть 
это будуть уравнен1я: ‘ 

В =0, 4 = 0, . в ‚ № =0, | _ (28) 
Остальныя т—р уравнен!Й системы (27) будуть сл6дствями этихъ 
2 уравнен!й. Если въ ураввевяхъ (2) мы перенесемъ тъ правую 
часть всБ неизвфстныя, кромЪ перЕыхъ р, то: они примутъ вид: 


@1:71--а1215--...-Катрть = — арт... альта 
| > | \ 
аз --@2т-—- оз о [аз ь®ь но — @2р-1 Тр 1— ‚ .» — (9) 28, 
э о ® ® з * о о * ® * 2 » . р . ге -® о в . ) 
Ср11-Г@роха-|... --@рржь == — ЧР р+1—...-— Ору 


Опред$литель, составленеый изъ коэффищентовъ ак, ВХОДЯЩИХЪ ВЪ 
ЛЪЕЫЯ ЧЕСТИ этихъ ураевсн:й, по прелположен1ю отличенъ отъ нуля, 
а потому система разр шума отькосулелько 21, %,. . .т». РЕШен!я 
будутъ содержать величины тр-1, Тр--2, . . .Ж,, КОТОрыя ССТЕЮТСЯ 
произвольными. ‘Такимъ сбрёзсмъ;- слреролрая система угагненй 


(27) при рангБ матрицы 4 равномъ- р(р< п) будеть имЪль безчислсн- 
ное множество ршенйй. 


Й. Исключен1е неизвф$стныхь изъ однородкой 
системы уравнен!й. Пусть у насъ имфется п однородвыхъ 
‘ уравнешй 1-ой степени съ я неизвЪ стнвыми?. 


д ==0, [1=0,... [1 =0; = _ СЗ 


Составимъ изъ козффищентовъ ож при неизвЕстныхъ спредёли- 
тель ДА = | @:к |; умноживь теперь уравнения соотвтственно *на 
адл юнкты элементоБъ перраго столбца этого опрец$лителя, слежимъ. 


иИхЪ: 
Ад. ЕАН. $ Аа .Ь=0. 


развернузъ лЪвую часть, мы найдемъ; что всЪ кеизвЁстныя, крок.В 
х., пропадаютъ, и остается: 


ре 5 Д =0: 


Отсюда слЪдуеть, что если система (29) иметь рЕшен1я, отличныя 
оть нуля, то необходимо, чтобы опред$литель, составленРый изъ 
козффищентовь при неизвЪстныхь, былъ равень нулю. Умножая 
данныя урарненя на адзюнкты и складывая ихъ, мы исключили 
изь уравнен1й всЪ неиз-.Ъслныя кромЪ.а1, это пос, Бднее неизв ст- 
ное также выпадает, если Д =0. 
Итакъ 

д 


есть результать исключен!я веизвёствыхъ изъ п сднороль ыКЬ ги- 

нейныхь уравнений (29). 

| 12. Исключенте неизв стныхь ИЗЪ ‚ неоднородной 
линейной системы. Возьмемъ теперь систему я--1 линейныхъ 

неоднородныхъ уравнен1й съ п неизвЪстными: 


=, [2 = 63, ео э Гоа == Фи `(:8} 


и допустимъ, что эта система соЕмЪстна_и удовлетворяется нф- 
которыми конечными опред5ленными значен1ями неи-вЕстныхъ 
31, 2а,. . ‚Ти. Ее можно легко преобразовать въ одвородную си- 
Е Х1 
етему, если каждое х; (1=1, 2,.. .п) замфнить черезъ — ГЕРА 





СГА. система (30) приметъ видъ 


@11Х1 -Гал2ха -|- оф —а1иХн —-64Хн+1 —(. 
@21Х, та = оо —ах» Но зХи 1 Е 0 


дн. нь —. - али Хн ЕВ Хи —0 
(п--1,1Х1 —-0п4-1, 2Ха--. . -- Ч л--1 п Хв "виа Хи = =0 


ое предыдущеху результатъ исключен!я ЕСФхь НеИЗБЁСТЕ ыхъ 
_ИзЗЪ этой однородной системы будеть: 


01,  @1, бы 1 
аз1, @ 22, . ‹` х @9%, 62 
| `® & ® % .” о о * ® ® — ® о. — 0 
Си1, С и2, . 5 э Омн, Ри 
(т 1,1 @з--1, 2, © о. 4, В 11 


вые: съ ТЕмъ это есть, с„Ъдорателььо, резульать исключен!я ке- 
извфСтных Ж, Ха, .  .Х» ИЗЬ п--1 неоднородныхь уравнений (30), 


— 60 — 


или, что то же самое, это есть услов1е совм$стности этихъ 
уравненй. | 

- 13. Зависимыя и независимыя системы линей- 
ныхь однородныхъ функц:й. Пусть намъ даны т линсй- 
ных однородных функщй [1' р,. . .[, содержащихь п неизвбст- 
НЫХЪ 11, Х.,.`. .Х», такъ что: 


[= диха-- сыха-- ® ® ® -- авхн (1 — |, 2 ® © ® и,) 
Эти функщи называются линейно-независимыми, если соотношене 


Ка. Кор соо Авт == 0 ыы (31) 
не можетъ удовлетворяться тождественно (т.-е. при всякихъ значе- 
н1яхъ Х1, Хх. . .х,) ни при какихъ значеняхъ постоянныхъ 
Ка, Ка. . . .Кт, КромЪ случая, когда всБ эти постоянныя обраща- 
ются въ нули. Если соотношенйе (31) удовлетворяется въ томъ 
случаф, когда всЪ К,, Кэ.. . . К» одногременно не обращаюгся въ 
нуль, то система функшй Й, |... - „.ЁЬ называется линейно-зави- 
симой системой. Посмотримъ, при какихъ ‘условяхъ система дан- 
ныхь функщй будетъ имЪть тотъ или иной характеръ. Чтобы со- 
отношене (31) выполнялось тождественно относительно неизв$ст- 
НЫХЬ Хи, Хо, . . . Хи», Необходимо, чтобы коэффищенты при каждомъ 
х: въ ЛЬВОЙ части этого соотношен1я были равны нулю; это даеть 
намъ слБдующую систему олнородныхь уравнен1й: 


а111 -- ал Ко -- оо —- о 0 


аъ НР аюйа-Н . + „-Натаии = (32) 


® ® ® 


| (1а 1 -|- ао Ко —|= о —- ОтпКт == 0 

Составимъ матрицу А == | аук || ИЗЪ коэффищентовъ а: этихъ уравне- 
НЙ, вмЪстБ сь тЪмъ это будуть коэф фащенты при неизв стныхъ 
Х1, Хз, . . .Х, ВЪ данной систем функщй р, р, .. .№. ВопоосЪ 
о зависимости. или независимости данныхъ функшй приводится та- 
кимъ образомъ кь вопросу, имЪфетъ ли система (32) для неизвЪст- 
ныхь #1, Ко, . . „т р5шен!я отличныя отъ нуля или нЪтъ. Пред- 
положимъ сначала, что т==и, тогда система (32) не имЪетъ рЪ- 
шенй отличныхъ отъ нуля, если А=.| аз | отличень отъ нуля; 
система будеть имЪть р$5шев!я отличныя стъ нуля, если Д=0. Въ 
первомъ случаЪ система данныхь функщй КЁ, Ь,.. .ЁЬ будеть 
линейно-независимой, во второмъ-—зависимой. 

Если тп, т.-е. число неизвфстныхъ #1, А, . . .К» больш» 
числа уравнен:й, система (32) иметь безчисленное множество р$- 
шенй. Соотношен!е (31) будетъ тождественно удовлетворяться при 
‘различныхъ системахъ значен!Й постоянныхъ Ёа, фз, . . -Ёа. Си- 
стема функщй ]1, р, . . . м будеть безусловно линейно-зависимой 
системой. ы | 

_ ` Предположимъ, наконецьъ, что т< я, т.-е. число функщЙ менЪе 
сила перемфнныхъ 21, хз... .х,. Въ этомъ случаБ все дБле бу- 


Би" |": 55 


деть въ рангБ матрицы 4 = | ам |: если рангъ этой матрицы га- 
венъ 9 (т.-е. числу неизвЪстныхъ Ка, Ёо,, . .Ё») система уравне- 
ний (32) не иметь другихь рЕшен!Й, кром$ какъ А;=0 (1=1,2,...т : 
если же рангь матрицы 4 окажется менфе т, то система {32) бу- 
деть имъть безчисленное множество р5шен!И отличныхъ отъ нупя. 

Итакъ, если число функщй менфе числа персмЪнныхт, то эти 
функщи булутъь линейко-независимы въ томъ лишь случаф, когда 
рангъ матрицы, составленнсЙ изъ коэффищентовъ, будеть равенъ. 
числу функщй. 


ПримЪфръ 1. Система функщй 
[к= — 2-2. 723 
2 —  1—22--23 
[3 —= 2-12 — 2 


будеть системой линейно-независимой, ибо опредфлитель изъ коэф- 
фищентовъ 


1. 1, | 
Вт =4 
1, 1-15 
отличенъ отъ нуля. 
Примфръ 2. Система функшй 
[1 = ал | 252 -- Зи, 
= жа -- 212 -- Хз 
(р = — 33 --25.-Р 7 


будетъ линейно-зависимсй; опредфлитель изъ козффищентовь обга- 
щается въ нуль 


раз 
21| =0. 
|321 
ПримЪръ 3. Система функшй: 
1 = 11 -|- 22 -|- тз 
[2 = 421—922 -- 5; 
[3 = 21-22 — 2 


[4 = — 21 | 22-2 73 


будетъ линейно-зависимой, ибо число функщИ бслыше числа пере- 
°’ М5ЫННЫХЪ. | 


ПримЪБръ 4. Система функщй: 
== -|- 2 + аз-Р та. 
72 == 41 —— То -- Тз-- 14 


п = м -[ 13 — аз-- ха 


будетъ линейно-незави симой. 


еб’ 


ПримБръ 5. Система функщшй: 
7: В = т, + 2х--Заз-- 424. 5 
р» == 221 -|- Зо -|-- 48 5-25 
[3= 32. -- 422 блз-- 14-2 
(4—2: -- 32-428  -- 675 


Фудетъ линейно-зависимой системой. 


Глава [Х. 


Особые опредфлители. 


1. Симметрическ!е опредБлители. Опред$литель 
& = [аз | называется симметрическимъ, если его элементы удовле- 


творяютъ услов!ямъ: 
а — а | (1) 
эго услове обозначаетъ, что два элемента опредфлителя равны, 
если они расположены симметрично относительно главной дщаго- 
нали, короче говоря, весь опред$литель симметриченъ по отношен1ю 
къ своей главнсЙ д!агонали. Отсюда сейчасъ же слфдуетъ, что 
эпранспонированиый симметричный спр2дълитгль тождественъ. с 
назальнымь. Два элемента ап. и-ау; будемъ вообще назыгать сопря- 
женными и разсмотримъ соотв$тствующе имъ миноры Мл и Мн; 
легко видЪть, что миноръ Му; исходнаго опредфлителя будетъ ми- 
норомъ д, транспонированнаго ‹опредБпителя, Но„’такъ какь транс- 


понирован1е симметричнаго опредфлителя не м5няеть его вида, то 
отсюда сл$дуетъ: 


ВЫ (2) 
умноживъ этиЕравенства на (— 1)+*, найдемъ дал%е: 
Ай =Ан (2') 


Итакь, въ симметричномъ опредБлитель адъюнкты (миноры) сопря- 
женныхъ элементовь равны между собой. Равенство (2’) показываетъ, 
между прочимъ, что опредлитель | 4; | т.-е. сопряженный данному 


<имметричному опредБлителю будеть также симметричнымъ. 
Составимь квадратъ симметричнаго опред$лителя: 


Сред! = (3) 
причемъ здЪсь (глава У). 3 - 
(к — я пк аз, (4) 


и возьмемъ теперь какой-либудь главный миноръ опредфлителя С, 
наприм$ръ: 


—= 63 =. 


Срлрт Ср1рз бр1рз $ + ь СырЕ 
@р2р1 Ср2р? Ср9рз + › 5 СрэрЕ 
9 ® ® Ф ® ® ® ® Ф ® ® (5) 


Ф ® ® ® ® Ф ® Ф® 


фт, р... ., Ру 
фи, Р>, * в ДГ 


Сркр1 Срьр? Срьрз . оо Срьрк 


Этоть  опредфлитель будетъ т предфлителемъ «составленнымъ» 
(глава УП, $7) изъ двухъ матрицъ: 


(р11 Ор! . о с и (191 @1р2 . о 5 @1рЕ 
(051 бр 22 » ео © (‘рэп 191 (2р2 . о о Ирэ2Е 

® ® ® ® ® Ф Ф ® ) ® ® ® ® Ф ® ® о 9 
Сока Сре? э ® ® У, ир1 (пу? ® ® ® © пр 


а потому (1514ет) онъ равенъ суммЪ произведен!йЙ вида: 


Ср11 бр142 $5 « « Пр |. ‚ @4рт Я@йрз - и Ч ре 

Ор Ср. $ - Ср; (+201 @з2ро . + - Орк 

®* - Ф Ф ® ® Ф 2 ® ® и. 8 # ® > ® < ® ® @ (4) 
Сом Ср. › « Сом Язрт Чзр? $ - > @рк 


Но въ произведении (6) второй множитель въ силу симметричности 
начальнаго опред$лителя`.А тождественъ съ первымъ множителемъ: 
второй множитель получается транспонирован1емъ перваго. Такимъ 
образомь опредБлитель (5) можеть быть представленъ въ уе» 
щемъ видъ. 4 
| Оли Ор. с бСыщ Е 
Срд Ор $ $ © Су 
Хх: ние ® ® ® ® ® ы ® ® у 
Р1 > эз @ @ Ок г" | р 


гдз сумма распространяется на всевозможныя комбинащи знач-- 
нц индексовъ чл, 12, . . -%, выбираемыхъ изъ ряда 1, 2,3,. ..т. 
Итакъ, мы можемъ сказать: вся главный минорь опр. дтълителя С 
(квадрата симметричнаго спредтьлителя) разлагиется въ сумму квад- 
ратовь. Эгимъ свойствомъ мы восполезуемся ниже при изслЪдова- 
ни одного важнаго уравнения. | 


2. ВЪковое уравненте. Пусть А = [а 5К] ее симмет- 
рическимъ опредБлителемъ, тогда уравневе: 


5: 64 = 


91-х, (12 . (13 ооо о Я Ти 
п ; ат, (23 ‚» ® © @25 

к 31 ‚ @ зо : азз-- 2х, . о о О3н | 

а) ==| о ® 
СТ л1 ; С’ по , ЯЙпз, о Св | 


будетъь называться вЪковымъ или характерическимъ уравненемъ. 
„Уравнеше такого вида встрЪфчается въ аналитической геометрии 
при упрощен1и общихъ уравненй кривыхъ лин!Й кли поверхностей 
2-го порядка, это же угавнен1е иггасть важную роль въ н$котс- 
рыхъ вопросахъ механики и астрономши. Составимъ произведене_ 
{(т). 1(— х), оно представится такъ: 


С11 — 2", С12 ‚› б1з, . + - (1 
621 ‚ 622—172, б53 . . - бэ 

Кх) : (— 1) = ® ® ® ® ® ® ® э ® р ® я ® ® , (5) 
бу ) Спо } Слз, ® ® з с — 27| 


опредфлитель | ск | будеть, очевидно, квадратомъ начальнаго опрс- 
дБлителя А. Развернемъь теперь опредфлитель (9). Для ясности 
возьмемъ опредБлитель вила: 
с11-—- Вал, 12-912, . .. сти | 
бол с›--Ьоо, к х би Б-п 
® 2 + * ® . 5. ® . * * ® ® ® (.0) 
1-1. си: Вы, из С-В ил 
составленный изъ элементовъ двухъ опред$лителей С= [ел иВ=!Ъ;|; 
опред$литель Д можно разложить въ сумму спредБлителей спосо- 
бомъ, разъясненнымъ вт. $ 5 главы 1-й, мы можемъ написать, что: 
Р=сС-- >, + 2%... У -| В, (11) 
гдБ 2—сумма опредфлителей, получаемыхъ изъ С замЪной какого- 
либо его столбца соотвфлствующимъ столбцемъ опредфлителя В; 
2,—сумма опредфлилелей, получаемыхъ изъ С замфной .двухъ его 
столбцовъ соотвЪтствующими столбцами опредфлителя В, и т. д. 


Чтобы примфнить сдфланное замЪчан!е къ нашему опредфли- 
телю `(9), положимт: | 


О = 


[и =0, если У К 


ея я. АЛЫЙ 
6 = С, 


тогда легко сообразить, что разверкутый опредфлитель (9) можно 
представить такъ: 


ф (— 2") =[(2).[(-—-2)=06—2 вЕ-Няй 98— 28 В... 


НО 2998, ("а" = (9) 
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гдф ©. сумма главныхь миноровъ перваго порядка *) изъ опред$ли- 
теля С, 6»—сумма глаеныхь миноровъ второго погядка изъ того же 
опред5лилеля С, и т. д. Какь было доказано въ прелшествующемъ 
парагр: ФБ каждый главный миноръ ‘опрелфлителя С разлагается 
въ сумму квадратовъ, слтлорательно, каждый изъ коэффишентовъ 
б1, 5, .. . выражен1я (9’) разлагается въ сумму квадратовъ; а 
потому, наконеЦь, всЪ 
ах Бы ь 


положителены при дЪйствительныхъ значен1яхъ величинъ а/к Такимъ 


образомъ угавнен!е: 
ФУ=С- бу ву -|-... -- би уу" =0, (12) 
не можеть имЪть положителььыхъ корней, а потому уравнен’е (8) 
не можеть имбть мнимыхъ корней Рида х == В. Но, очевидно, урав- 
неше (8) не можеть имфть и вообще комплексныхъ корней вила 
= =@-- р; вь самомъ ДЬЛЪ, если бы таковые существовали, то 
полагая; | | 
Р “> 
ар =ащ--а, 
мы для уравнен!я: 
з 
@ 11-2, (12, . . . п 
(ол, @’э2—-2, ® ® . Со 


(): 
© © > % > ® ® > е в | 


ил, Са, ® ® * 2 


въ противор$ч:и съ вышеприведеннымъ разсужден1емъ получили бы. 
мнимый корень 2 = 0%. и, 

И`акъ, вьковое или характеристическое уравнеше (8) имтъеть 
лишь действительные корни, мнимыхъ корней оно не имЪетъ вовсе. 

3. Косые и полусимметричные опоедЪлители. 
Опред$литель называется косымъ, если его элементы удовлетверяють 
условю: 
| иь--ав=0 при 1-Е К, (13) 


при этомъ элементы, расположенные по главной д1агонали, имбють 
любыя значеня, но не равны всЪ нулю; если же элементы опре- 
ДБлителя удовлетворяютъ услов1ю (13), а кромЪ того всБ элементы, 
расположенные по главной д!агонали, равны нулю: 


$3 ЗЕЕ У»: - 


‘ ав-Ран =, “арх = 0, ЗАГ- а 55 Е” (14) 


то опредфлитель называется полусимметричскиме (или косымъ- 
симметрическимъ). ПослЪдн1е опред? лилели особенно зам чательны 
по своимъ свойствамъ. 








*) Относительно терминовъ миноръ 1-го псрядка, 2-го и т. д. не мВшаетъь 
здЪсь напомнить прим5ча е страницы 25-Й. | 
5 
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Пусть намъ данъ полусимметрическй опредфлнтель: 
0, (13, Я 1с, ИК (1 
(51, 0, оз, о В. Пон 
Цзт, (32, 0. ь о ОЗ и 
д=| ое (15) 


(ил, по, @з,. . .0 
умножимъ каждый его столбець га — 1 и воспользуемся соотноше- 
шемъ Ч;}; — — аз.;, Тогда: 
0, (21, @з1, . ‹. ‹. @1 
-@21. 0, -@23, . ‹› ‹ -@2н 412, 0, @з2, . +. Ч 


(ТА ля оч аь 


0, -@12, - (13, а > . - (1 и 





® ® ® ® ® = ® ® ® ® ® Ф ® ® в ® ® 





| `Чт1, “@ 2, -Ч@жз + + .-@лн @1., 2, Ози, # + * 0 


но послфдн!й опредБлитель есть транспонированный начальный 
опред$литель (15), итакъ, мы получаемъ для всякаго полусимметри- 
ческаго опред5лителя сл5Бдующее соотношене: 

{ — 1)"А =А; 
при я нечетномъ равенство возможно лишь вь томъ случаЪ, если 
А—=0. Итакъ, всякй полусимметричный опргдьлятель нечетнаго по- 
рядка рлвень нулю. 

Возьмемъ теперь какой-нибудь миноръ опредБлителя (15): 


ар, @нк, + + + @р | 
а; ой 1, Уз. 5 0%; р | 
аки ® ® * ® ® в ° ® 8 (:6) 


7132 ° я * р 


Ка. в Ё 











Яр, р, $. Я ркр 

и прод$лаемъ надъ нимъ такое же преобразованйе, какь и выше, 
т. е. умноживь всБ его элементы на — 1, замфнимъ затБмь — а. 
черезь а, тогда получимъ: 


Ч ки, с с рр 
11.11 ат. Ч}. АЕ" ра 


Ф ® ® Ф ® е @ ® о © 
9 


| 1112 » . о , 
— 1 | 





е ‹ э › в © ® е о | 
Ц Ки гр . в › ( р 
посл5дый опредфлитель получается, очевидно, транспонирозанемъ 
прежняго минора (16). Итакъ, между минорами полусимметрическаго 
спредЪфлителя имфетъ мЪсто зависимость: | 
и $2 во » као . о © Ар 
12 ‚о о Кр 91 13 ь в Г 





(1) 











= (— 1} 





ба 
ий въ частности: 


1, 2...5— 1, Е 1,... —- 
Г, ВЕР ео 


или, пользуясь нашимъ. обычнымъ обозначенемз: 


1, 2...—1, #-Е|,...П 
[, 2...5—1, +—-1,...0 ' 








Му = (— 1 Мы. (18) 
_Умножая обЪ части равенства (18) на (—1) 2+К, найдемъ: 
Ад= (— 1)" "Ад. {18') 


СлЪдовательно, при п четномь сопряженныя адьюнкты полу- 
симметрическаго оир2дьлителя равны по абсолютной величипь. но 
противоположны по знаку; вь опредълишелю пэлусимметрическомь 
нечетнаго пэрядка сопряжгнныя адъюнкты равны. Отсюда слЪдуетъ, 
что опредълитель сопряженный съ даннымь полусимметрическимь 
будеть полусимметрическимь при четномь порядкь п и симметрич- 
нымь при нечетномь порядку. 

Такъ какь полусимметрический опредБлитель нечетнаго порядка 
равенъ нулю, то адъюнкты его элементовъ удовлетворяють услов1ямъ 
(глава УТ, $ 4): 


Аль Ар — Ат а м (9) 
Аз Ал Ам _ А А’ 
но сопряженные его адъюнкты равны Ам = А.,, слЪдовательно: 
Ар А = Ав’. (20) 


Покажемъ теперь, что полусимм: ‚трическй опредтълитель четнаго 
и’рядка есть полный квадрать оть рацюональнй функфи его эле 
_Мент2вь. Предложен1е очевидно для опредфлителя второго порядка- 


Ода 
-а 0 


Доказательство справедливости теоремы въ общемъ случаЪ 
поведемъ способомъ математической индукщи, для этого достаточно 
доказать лемму: если теорема в$рна для опредфлителя (» —2)-ого 
порядка, то она справедлива и для опредБлителя порядка м. 

Пусть (15) будеть какой-нибудь полусимметричесяай опредфли- 
тель нечетнаго порядка, присоединимъ къ нему строку и столбецъ, 
тогда (глава ПУ, замЪч. 3): 


— (2. - 








ГО ло (13 . + @1т 41 
Чэ1 0 оз, › @2. 4% 


аа * ° . * ° ‹ . * — — №; Ук А;т. (21) 


(1 Чи @3 . + @нв Чи 
У: 1 У... 0 
Примемъ ух = —#к, чтобы Ш былъ полусимметрическимь, въ такомъ 
случаЪ:. 
5$ 
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ГД каждому изь значковъь зи Ё при суммированш даются веь 
значения изъ ряда номеровъ 1, 2, 3,...п. Пользуясь свойствомъ, 
что 4; = Ак, мы на основаи предыдущаго опредЪлитель Д мо- 
жемъ подробнЪе представить такъ: 


Р=Аи1 1? -- Аз. „НА 2-2 Ё Аз 7; ТК, 
: 


причемъ въ посл$днемъ член$ суммирован!е распространяется лишь. 
на нерав: ыя между собой значен1я ти К изъ ряда ном‹ровъ 1,2,...п. 


Въ силу соотношен1я (20) р можетт быть изображено: въ слЪдующемъ 
ВИД}: о 


О = (21 ИА -- 52 И Аа —- ео Ця ИА»), (22) 


причемъ знакь одного изъ радикалевъ, напримЪръ, у А. можеть 


быть взятъ любой, знаки же остальныхъ опредфлятся на основании (20} 
изь условия: 


У Аи У 4. — Ао. (20°) 
Всяюй дД1агональный (т. е. главный) миноръ М == А опредЪлителя 
(15) (нечетнаго порядка) будетъ‘' полусимметрьческимъ опредфлите- 
лемъ четнаго порядка, именно (п—2)-0го. С‚„Бдовательно, если пред- 
положить, что всяюЙ полусимметрическй опредфлитель четнаго 
порядка ®—2 есть квадрать ращональной функщи его элементовъ, 
то соотношен!е (22) показываетъь въ такомъ случаЪ, что полусик- 
метрический опредфлитель порядка п также будетъ квадратомъ оть 
ращональной функщи его элементовъ. Лемма для индукщи доказана, 
указанное выше предложеше справедливо на самомъ дЪл$ для п==2, 
а потому оно справедливо и въ общемъ с. учаЪ для всякаго четнаго %. 


| 4. Опредфлитель ортогональной подстановки. 
Положимъ, что мы им5емъ какую-нибудь функщю Ё (хи, х2,. . Хы) 
отъ л перем5нныхь Хи, Х.,. . .х, и вмЪсто послфднихь введемь 


новыя перемфнныя уу, у2,. . .У,, связанныя съ. прежними линей- 
ными соотношентями: 


Х1 — а11 Уз -Е 4,1 уг-- . . „Чт Уп , 
Ха = аз У1-- @22 Уз--. . ча У» , 
В О (23% 


э Ф з ® Ф ® ® ® к 


у Х„ —= @1 у: —- ао у» —- фе Уп ь 
Въ такомъ случаЪ говорятъ, чго мы дфлаемь линейное преобразо- 
ван!е перемЪ5нныхъ или линейную подстаногку. Опредфлитель | ах |, 
составленный изъ коэффищентовь соотношений (23), называютъ опре- 
дБлителемь линейнаго преобразованйя (подстановки). Функщя 
Е (хь ха. .Х») послЬ подстановки будетъ функщей оть новыхъ 
аргументовъ у1. у2, ‹ .У» при этомъ она, вообще говоря, измфня- 
етъ свой видь. Линейная подстановка (23) 1. азывается ортогональной, 
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если она сумму квалратовъ аргументовъ х; преобразуеть въ сумму 
квадратовъ аргументовъ у;, т.-е если изъ соотношений (23) вытекаетъ: 


Е=ие-х»-|- ео хи =" -Ну-. ‚ НУ» . (24) 
Легко видЪть, что въ этомъ случаЪ коэффищенты в Должны удовле- 
творять условямъ: 


а, | аз? =, 
(1.14 ара со -- а@н==0 . (2 == Ч ) 

ОЭпредБлитель | ал |, элементы котораго связаны такими соотно- 
_шентями, называется опрзгдьлителемь ортогональной подстановки. 
Составимь квадратъь ортогональнаго опредълителя: 

Га |= || , 
на основаши (25) и т ты опредфли телей имфемъ 

Си = з ‘ра=0; 


(25) 


такимъ образомъ, въ аа | Ск | о элементы нули кромЪ 
элементовъ, расположенныхь по глазной д!агонали, каждый изъ 
ПослЬднихЪ равенъ единицБ, а потому: кеадрать ортогональнаго 
спргОьлителя равень единиц», самъ же опредфлитель; 
а — раз | = Ё. . (26) 

Возьмемь теперь изъ группы (25) ст5дующия соотношеня: 

ал а -- ак аа —-. + к бл-г. + Навка =0, 

лк а1з --- аэу, @э2 —-- - . @кав--. .-Разьаиз ==0, 


® з ® ® э ® ® ® ® ® ® з * ® 


@1 } ак аэк @2х -- - . Ч Е :+ Чит авк — 


® ® ® Ф ® Ф ® ® < » Ф ® 8 Г] ® ® & ® Ф ® 


рат -- @2 а», . - ЧК ат-|. д Чу @ит =0, 

и умножимъ ихь соотвфтственно на адъюнкты Ад, Ао,..Адь. А, 
затБмъ сложимъ, тогда: 
ка=Ак, (27) 

т.-е. адъюнкта какого-нибудь элемента сртогональнаго опредълителя 
равна самому’ элементу, ИЯ на опрэдьлитель. Такимь 
образомъ: 

А. гк — =: Аз ,› 


смотря по значен!ю опред$лителя а [ср. (26)]. 

Система условий (25), опред$ляющихь ортогональный опредБлитель, 
обозначаеть, что сумма квадратовъ элементовъ любого столбца опре- 
дБлителя равна единицф, а сумма произведеннй соотвЪтствующихь 
элементовь двухь какихъ-либо столбцовъ равна нулю. Нетрудне 
теперь показать, что аналогичное свойство имфетъь место и для 
етрокь ортогональнаго опредфлителя. Въ самомъ дьлЪ на основани 
(27) имБемъ: 


аб аа 


ал?-- а’. ° „Нав =а (ал, Ан-аь Аз. .—-@ А }==@== ] у (25) 
равнымъ образомъ: | 

Чмаа1- ара +. Е @р-@ в ==а (им А-а АЕ ...-Рар А )+=0. (25”) 
Опред$лилель а содержитъ п? элементовъ, связанныхъ соотноше- 
шями (25), причемъ число посл? днихъ равно. 

. ®®—0. 
такимъ образомъ, изъ общаго числа я? элементовъ 
п(п—1) _ п(п—1) 
2 2 

элементозъ опред$литепя могутъ быть выбраны произвольно, осталь- 


ные найдутся изъ уравненлй (25). ВмЪсто разрфшен1я системы (2=} 
относительно этихъ посл$днихъ элементовъ, мы можемъ всЪ эле- 


й(п— 1) 
2 
величинъ. Такая задача была разрфшена Сгуеу сл5дующимъ обра- 
зомъ. Возьмемь косой опред$литель съ равьыми между собой эле- 

ментами по главной д1агонали: 
6 - 612 613. В 
ра 6 23. - бэ 


72 — п — 


менты а;, выразить черезъ какихъ-л ибо произвольныхъЪ 


ВЗЕ:] + бо о к (28) 
В 1 Рио Ь из Ь 
такь что: 
бр = — бы, =. о (23) 
Положимъ далфе: - 
Хх = не -- Бе, +. „НБ, , (:0} 


у; == бага -- 6225 +. „-Рбыг,, 
Г (Ялта... т,), (Ч1у2..У„), (2122..2,) три какихъ - либо группы пере- 
мфнныхь. Складывая «соотношения (3%), найдемъ: 
ат :-- 9: = 262; (3). 
Умножимь теперь первое изъ соотношений (30) на Ви; и второе на Ви: 
Вых. == 61: Вр:21 -- ВБ нео -. $ 6 Вёр —- . .-- Вии ‚ (30’) 
Вау: = БаВига -Н Виго --..-ГбоВи--..-КЬиВигь, 
теперь О эти соотношения по номеру 1: 
ий -- Брдё--. . . Г Вия, == В2ь, (52) 
Взну1 —- Ву--. . -- Вщу» = Ба ; 


наконецъ, въ правой части И равенствъ вм$сто 2 подста- 
ЧиМЪ СоОТвЬТСТвуЮюЩЯ выражен1я по формулВ (31), ТОРА оконча- 
вельно  получимъ: 




















_ В В 2ЬВ 256% 

Ур = ты а -ь В. Е. (7 се '} т _. м" р ть | 
В 26.6 В (39 
2 26 2Ь В, 

о = т и = я у. Ра О м ЗУ 2 ‘у, 


я Наконеь полагая :. 
ее 26.Б. я 26.5; 


ИК И. 99 ВЕ — | $ (34) 
мы получимъ преобразования перемфнныхъ (1) въ перемнныя (у) 


или обратно; 
Фа = ча -су $ Ри» , 
ур орла ору - > + Е2вть . (35) 
Легко видЪть, что полученное преобразоване будетъ ортогональнымт: 
оно сумму квадратовь перем5нныхъ (5х) преобразуетъ въ сумму 


квадратовъ перем5нныхь (у). Въ самомъ дБл$ на основаши соотнс- 
шения (30): 


№07 = У (Ба Вы. о | 2, 
Если развернуть бы части ‘этихь равенствъ, то ен$ окажутся 


явно тождественными; коэффищенты при какомъ-нибудь 2›? въ томъ 
и другомъ случаЪ будуть равны между собой: 


бы = ХВ 





въ силу условй (29), точно такъ же и коэффищенты к 222: 
а Ср; Ва == я В.» Ви. 


Въ опредБлитель Б всего "произольныхь величинь будеть: 
2 


но выраженя (34) однородны относительно вс$хъ элементовъ этого 


опредёлителя, такь что по существу элементы а; содержать какъ 
разъ 


п п} 
2 
произвольныхъ величинъ. 
Составимъ теперь опред$литель а по формуламъ (34). 
_26В,—В, 26В:.,.... . В, 
| 26Бал, 26В—В,. .. . Ва 








Ви, 2 Ва, о вы = 256„—В 


шк. 7 2 ыы 


и умножимъ его на опред$литель (28) (столбцы на столбцы, напри- 
м5ръ): 
В, —5.:В, . © @ —5,„1В 


| —61›Б, ЬБ. о в = „В 
аБ = т — 6:36, —6ьз38,... — В»зВ ь 
“== р1„Б, А „В, @ ЬВ 





замънивь въ правой части —Б;, на В; и  сокративь всБ строки на В, 
получимъ: 


№ 612 б1з. „бан 
021 б 653. > бо 





р О 
Бил Ба Биз...Б 
или наконецъ: 
а =--1. 
При п =2 за опредБлитель В можемъ взять 
в 1 А 
А ||, 








тогда соотв5тствуюций ортогональный опредфлитель, изь котораго 
возьмутся коэффищенты ортогональнаго ен будетъ: 





1 — 43 24. 
1-12’ 1-42 
ИА ы. й 
Для п==3 можемъ положить: 
Г? и 
В=|—? |1 д 
-и—2 | 
тогда ортогональный опредфлитель будетъ: 
1-Е 42 — м? — +7 2 (2—4 м) 2 (им) 1. 


Пия, траи-я, пра 
| 2 (#-- 4) 1-м? — 42 — 2 (А— и) 
= тра-ри-я, ОЕ иря ТЕ тря 
| — 2 (м4) —2 (4 - и») 1-2? — 12 — п? 
прачечя' ПЕАюя, ГЕЯ 


а а 


Глава Х. 


Исключене неизвёстнаго изъ двухъ уравненй высшихъ сте- 
пеней. 


1. Способъ Сильвестра-Гессе. Результатъ. Возь- 
мемъ два уравнения съ однимъ неизвЪфстнымъ: 


(2) = ах" -Р ааа --. . а, ==0 
ф(х) = бод" а рол" --. . +, би=0 


Предположимъ, что они имфютъ общее р5шенйе, т.-е. два равен- 
ства (1) удовлетворяютск при одномъ и томъ же значен!и неизвЪст- 
наго х. Очевидно, это возможно только при выполнен!и извЪстнаго 
условя, связывающаго коэффищенты а; и 6; наша ближайшая за- 
дача—найти это услов!е. 


Составимь рядъ уравненй: | 
И = 0, 1—2 =0,. . 11 =0, [==0, 
2 ф==0, 2"—^ —=0,.. .2ф=0, ф—=0 (2) 


(1), 


они будутъ удовлетворяться тфмъ же самымъ значенйемъ неизвЪст- 
наго 1, какь и два уравневшя (1). Система уравнений (2) будетъ 
линейной (неоднородной) относительно т-- я — 1 степеней х, 
2°,. . +... такь какь число уравненй (т +”) на единицу 
болфе числа степеней, то для ихь совмЪстности необходимо, чтобы 
опредБлитель системы обращался въ нуль (глава УИ, 8 12). Итакь, 
мы получаемъ услов!е совмЪстности системы (2) или, что то же са- 
‚мое, системы (1), въ сл5дующемъ видЪ: 


(0 ЧЕ @2. ‹. .. „Ол 0...0 


|О аа. . . о. о Ч@я—1 Чи. . 0 
0 0 . о. о @0 1 4@2.. . | _ 
И а (3) 
0% 61... би би 0. ‹ . 0 


000.....6@. . 

Полученный опредфлитель, равенство нулю котораго является не- 
обходимымъ условемъ сущест вован1я общаго р$5шешя уравнений (1), 
называется результантомъ этихъ уравнений; “будемъ его въ дальнЪй- 
_ шШемъ обозначать черезь А. Изъ самаго спосеба полученя резуль- 
танта ясно, что этотъ опред$литель порядка ж--п, т первыхъ его 
строкъ содержать коэффищенты перваго уравнен!я, п послЪднихъ 
строкъ содержать коэффищенты второго уравнен!я. 

ПримЪръ. Условемъ существован!я общаго корня двухъ уравнен!й 


ыы. Де 


а —- а1т? -|- азх - сз==0 
2 -- 9-6 =0 
будеть равенстве нулю ихъ результанта: 
40 4, 42 @3 0 
О ад а1 аз аз 


бу 61 р. 0 0 ай 





ОБЬ 60. 
00 об: 655 
ЛЪвую часть можемъ развернуть по теоремЪ Г: р1асе’а: 
00 ПЬ, Ь, 0 0 |. 
202023 — обал | в 6. 0 -|- ааа 0 61 О | — ваз | №6 Ва В -- 
О ЬЬ. | % 6 ЁЬ ОШ | 
00 | № №0 т ею 
-Е (ал? — ава) О 6:0 | — (2142 — в@3)| 0 ы 0 -Е 4103 | 0 В: 6: -- 
б1 6. 0 6 Ро 9 бо 1 
Бо Ь 0 бо 61 0 бо о 62 
-- (а2? — а:а3|0 №0 | — аа 0 Ц Ь аз? О № В | = а.26.3— 
ОО, ОО Ь ооьы 





С. авбяб а? -Е ва: (61° — боб) рэ — аваз(613 — боба 62) -{- (а12 — аоаз) оф? — 
— (а1а» — 0аз)боб16> -- алаз06(Б1" — Боб) | (45° — а1а з)бо*б> е 
= азазбо?61 —- а326 3 
или окончательно: | 


г а,*Ъ>* — аа161622 —- 404261252 те Заза2боба” — @0азб13 -|- 2аоазбоб16з —[- 
| а126 06а == алаабоб1 бо —- лаз. 64 — 2а1аз6о? 6 —- а2°626 = азазбо261-—- 
аз? оз =— 0. 

2. Способъ Эйлера. Положимь, что уравненля (1) удовле- 
творяются однимъ и т5мъ же значенемъ неизвфстнаго, именно 
х=а. Такь какь а) =0,то многочленъ {(х) а дДБлиться безъ 

ь | 
рт будеть много- 
членомь степени ® — 1; обозначимъ это частное черезь Р,‚„_ (а), 
такъ что 





остатка на разность х — «*), при этомъ частное’ 


(=) = (#— а). Р‚, (2). (4) 
Аналогично примемъ 
| (2) == (2— а) . 9, _1(з), (5) 
ибо а по услов!ю удовлетворяеть и второму Уравнешю 4(х)=0. 


Умножимъ тождество (4) на 9„—1, тождесаво (5) на Р„—1 и вычгемъ 
почленно одно изъ другого, _результатъ 


(<). (%)9»=_—1(х) — 9(х)..Р,.щ==0 (60) 


_ _  ®) Предложенще будетъ доказано въ курсЬ алгебры. 


Бы 


будетъ также тождествомъ относительно неизеБстнаго х. Итакъ мы 
доказали, что если два уравненая (1) будуть имЕть общее рЕше- 
не, то можно подобра ь два такихъ многочлена Оли Р‚—, пер- 
вый степени т— 1. второй степени ® —1 относительно х, которые 
‘будуть тождественно удовлетворять соотношен!ю (6). На этоть 
принципъь и опирается способъ Эйлера исключения неизвфстнаго. 
изь двухъ данныхъ уравненй. | | 
Положимъ, что 


„—1(х) = ад” 1-Е аа". . Ра 
— „—1(2) = Во" 1 - аа" *--. . * -- Ви. (7) 
Подставимъ теперь эти многочлены въ равенство (6): такь какь 
посл5днее должно быть лождествомъ относительно х, то коэффиц!- 


енты при различныхъ степеняхъ х должны пропадать. При неопре- 
двленныхь коэффищентахъ а; и В; лЪвая часть равенства (6) будетъ 


степени п--т — 1 относительно 2, слфдовательно, приравнивая 


нулю коэффищенты при различныхь степеняхъ х, мы получимъ 
т —|-- т уравненйй, линейныхь, однородныхь относительно а; и В; 


Эти послфдн!я уравнен1я будутъ совмЪстны, если опредфлитель, со-_ 


ставленный изь ихъ коэффищентовъь обратится вь нуль. Разберемъ 


подробнЪе полученный результатъ. Произведемь на самомъ дБль. 


подстановку многочленовъ (7) въ равенство (6): 


(ас -|- а. . рае” "р... -На,—)-- 
Г (биз - ба"... Ева" Ева". . о-ва) =0 (7). 
Развернувь лфвую часть этого равенства, приравниваемъ нулю ко- 
эффищенты при различныхъ степеняхь х-а: 
а, | Ве =0 
100 —- 4091 —- 61.8о -- 6661 = 0 
20) -- @101 -- 094 —- 626% —- 6161 -- 6еВ2 =0 (5) 


` Ч лб— 


® ® ® ® © ® ® ® = ® ®* * 


р -- (1 С@т—1 —- 6 6,—2 —- би — 0 
ОЧ ш—1 -|- 6—1 0. №3 


Услев!емъ совм5стности этой системы будетъ: 


а 0 0...0 р 0 0...0 
аа 00...00 &Ь0...0 


Е Е —= 0. (9). 


0 0 0. . . а.—10 ) О. . . на 
ООО. ..а 000...ы 


Цетрудно видБть, что это есть транспонированный (глава И, $ 1} 
опредълитель (3), полученный по способу Сильвестра-Гессе. 

2. Достаточное услов1е существован1я общаго 
корня двухъ уравнентй. Равенство нулю результанта двухъ 
уравнен1й является необходимымъ условемъ существован:я общаго 


== 76 — 


корня для этихъ уравнений. Посмотримъ, будеть ли это услове и 
достаточнымъ. Въ опредфлитеиЪ (5) прибавимъ кь элементамъ по- 
<лТЕдняго столбца э ементы остальных, умноживъ элементы пер- 
ваго столбца на д”+"-1, второго на х”Р"—2 и т. д., тогда найдемъ: 


Яо 1 42. г „ Оо... д"—1 | 
о Чо бт + +. - Чи Ди а. ва ди а 
00. ‚ › (0 аз. ...ь.. Г | 
бо 61 63 .. „О 0 о. м а 2—1 (10). 
0 бо 1 с аз" Оле во че "26 


() 0 0 ® ® ® бо 61 о ° . . ® ® Фф 

Эгеть новый опредфлитель и опредфлитель В имъютъ веб столбцы, 
кромЪБ послБдняго, одинаковые, а потому адъюнкты или миноры 
элементовъ послЪдняго столбца въ томъ и другомъ опредфлителЪ 


тоже одинаковы; будзмъ миноры, соотвЪтствующе элементамъ по- 
сл5дняго столбца, обозначать черезь В; ту. 


Разложимъ теперь опредблитель правой части соотношен1я 
(10) по элементамъ послфдняго столбца. 


РР #[(— Пе: . Ва. В -- (— Гуи+и--2 . А» в е. 
С О В, и] ФС Ва, диа- (11) 
ге Во и. В Вы, иди] 


Назовемъ В; тоть опредълитель, который получается изъ @ вычер- 
кивашемъ двухъ строкъ номеровь т--1 и т-- я и двухъ послЪд- 
ннхь столбцовъ; А, будеть одинъ изъ миноровъ 2-го порядка опре- 
дфлителя &. Об.значимъ далфе многочлены, стоящие въ скобкахъ 
въ правой части равенства (11) черезь р„_1(х) и 4,—1(х), тогда это 
равенство короче представи!ся слЪдующимъ образомъ. _ 


Е = Кх)р,—1(2) — $(1)9»-(2). (1 Г) 


Коэффишенты при старшихъ степеняхъ многочленовъ р и 4 выра- 
жаются черезъ опредБлитель В,; въ самомъ дЪлЪ: 


0 в @1. . ‚.@ 0 0..0 
ОО0О%....90. .0 

1 ти = 0 0 0 . © . 45 @1 ‹ о @и— = (— 1+1 бо 
_ бо 6, 0... .Б,0 0..0 


® *' э ® ® ® — Г ® о @ 7 


ь000...ЪъЫ. . О. 


— 77. — 


аналогично: 
Яо @1 42...00 О. .0О 
0 о Дл 8 е ® з Си 0 ® › () 
Атлт пи еа 0 0 . + . & . Со О1 ° в О и—1 — ок. 


Оо... .Ь,О0 0. .0 

1000... 6, бы 
Такимъ образомъ, если К: -Е0, то многочлены р и 4 не обраща- 
ются тождественио въ нули, перЕый изъ кихь будетъ непремъине 
етепени т — 1, второй степени ®— 1. Предположимъ, накснецъ, что 
результантъ А обращается въгуль, въ такомъ случаЪ тождественное 
соотношен!е (1) покажетъ, что произведен!е двухъ многочленовь 
Ф(57)4,—1(7) должно длиться безъ остатка на многочленъ /(5); такъ 
какъ 4(2) степени п — 1, то отсюда сл1 дуетъ, что $ф(х) и 1(5) должны 
имЬть общаго дЪлителя по крайней мЪ! Ъ первой степени. А это 
какъ разъ и обозначаетъ, что $(2) и [(2) будуть имфть общий - ко- 
рерь. Игакь равенство нулю результанта лвухь уравненйй (при 
_ К1-Е0) является необходимымъ и достаточвымь условемъ. суще- 
ствован1я общаго ‘корня. 

4. Существован!е н5- сколькихъ общихъ р5шенЕй 
двухъ уравнен!й. Мотодъ Эйлера, которымъ мы получили не- 
обходимое услов!е существован1я одного общаго корня двухь урав- 
ненй. можно примфнить и кь отыскан!ю необходимыхъ условй 
существования н5сколькихъ общьхъ рфшенЙ данныхь двухь урав- 
ненй. Вопрось этотъ мы подробн+е газсмолримъ въ связи съ дру- 
гимъ методомъ (см. ниже способъ Вё2о0и+{), здЬсь же дадимъ только 
результалъ. Обозначимъ черезъ А, ог.ред$литель, который получается 
изъ опредБлителя К пропускомъ строкъ: 1) Ё посл$днихъ, содер- 
жащихъ козффищенты а; 2) # посл$днихъ, содержащихь коеффи- 
щенты 8; и пропускомъ 2К послЪднихь столбцовъ: 


ао @1 42... .а0 0..0 

О ша:. 0..0 т — Е строкь 
ТЫ ы.. . - 00, 0 9) 

ОБЬ... .Ё 0. .0 п — К строкъ. 


@ ® ® © ® ® з @ Ф е Ф © 
ь 


Для симметр!и самый результантъ Ю будемъ обозначать черезь К. 
Принявъ эти обозначен1я. можно утверждать: 

условя: | | | 
Ю =0, Ю1 ==0, ооо К 0. НО Ю.-Е0 (13) 


ЯВЛЯЮТСЯ необходимыми И достаточными, чтобы уравнен1я{( х) =0 
и $(5) =0 имБли К и только Е общихь (или равныхъь) корней. 


< 


и ИЗ 


5. Результантъ Эйлера. Пусть первое изь нашихъ урав- 
нений (1) имЪетъ корни @1, @,. . . 4», корнями второго пусть бу- 
дутъ Ва, 62, . . д». 


Составимъ слфдуюлия выраженя: 


Йы = [(8.) (62) ооо | (Ви) (1 4) 
Ф„ == $(а1)$ (аз)... фа,) ь 


сли данныя уравненая имЪютъ обиий корень, то одно изъ значе- 
нй В: будеть обращать въ нуль [(2), такъ что произведене Ё. 
обратится въ нуль; то же самое будетъ и съ произведен1емъ $,. 
Вь высшей: алгебр5 доказывается, что РГ», какь симметрическая 
функщя. корней второго уравнения, можеть быть выражена черезъ 
коэффищенты послЪдняго. Итакъ Е» есть функщя коэффищентовь 
данныхь двухъ уравненй, обращене ея въ нуль указываеть на су- 
ществоване общаго офшен!я данныхь уравненй. Отсюда слЪдуетъ, 
что ЁР», а равно и Ф, должны быть связаны съ результантомъ ВЮ, 
ибо онБ одновременно обращаются въ нуль. Вопросъ о существо- 
ванши общихъ р5шен!й двухь уравнений Эйлеръ изслБдовалъ раз- 
личными путями, вь одномъ изь первыхь его слособовъ полученное 
имъ услове отличается огь условя Е„==0 только н%$которымъ 
множителемъ въ лъЪвой части, вотъ почему выражеше Р„ мы назо- 
вемъ результантомъ Эйлера. Найдемъ теперь зависимость между 
результантомъ Эйлера Ё» и результантомъ Сильвестра Ю. Положимъ, 
что (5) = м; если х давать рядъ значен!й #1, 65. . 6», и будетъ 
принимать значен1я и. = ДВ!), и, = В2), . . „= Ви). Такимь об- 


разомъ м можеть быгь корнемъ н$котораго уравнен1я степени т, 
именно уравнен!я: 


(и — чи! )(и — и)... (и — и) =0 (15 


7» 


Сзободный членъ въ этомъ уравнен!и будетъ: 
— 1) ма. (16) 
Чтобы получить это уравнен!е, надо изъ двухъ соотношен1й 
ф(х) =0и [(1) —и=0 


исключить неизв5стное х. Для исключен!я воспользуемся методомъ 
«<. 'львестра; возьмемъ систему: 


фт) =0, 2$ (2) =0,. .: м1) =0° о 
[(1) — и ==0, [Кх) —ч] =0. . „КЕ — м] =0 


и исключимь изъ нея, какь системы неоднородныхъь линейныхь 
уравненй, различныя степени неизвЪстнаго х, именно степени х, 


32*,. . ‚21-1. Результатъ исключен!я представится въ формЪ ра- 
взнства нулю опредфлителя системы (17): 


ый © ыы 


46, Ч, ® ® ® Ч +—1, И„ —\, 0, 0 ® ; 0 


а, а... ., Чл , @-и, 0, .0 
ОО 5 об, Пр идей 

: т — 15). 
бо, #1, оз О О, в о аа ео 0 о ( ) 
02. "бурь в - в бы. ан 0 

0: ЮР. . 0. би. . ‹ . о ву» @ В. 


Это и есть искомое уравнеше, которому удовлетворяеть 4. С з0бод- 


ный членъ въ этомъ уравнен1и получится, если мы примемъ и =0, 


но тогда лЪвая часть уравнен!я обращается въ реаультантъ Ю. Чте 
касается наивысшей степени и, то она получится изъ группы: 


(—1). (6, —м)*", 


глЪ 4, согласно теоремЪ р е’а, равно сумм указателей пер- 
зыхъ т строкь и посл5днихъ т столбцовъ (правый верхнй квадрать 
въ опредБлителЪ): 


ЕН. . о и-Начынырыь. › ринит. ар, 


Итакъ въ уравнен!и (18) старций И тВоодный члены представятся 
въ сл5дующемъ видф;: 


и, Ю=0. (18 
Такимъ образомъ произведене (16) опредЪлится такъ: 


— М! 4 в . о Иж, ИЛИ 


(—1)"”.6 о" 
дтя результанта находимъ новое выражене: 
Ю=(— 1)" "КК В) - › - КВ»). (19) 


Такъ какъ далЪе, какь извЪстнои 


[(х) — а0(х — 41) =! а>) . .з (т саде @и), 
то соотношеше (19) принимаетъ видъ: 


К =(— 1)”". 40" (В1 — а) (В: — аз). . (61 — а). 
ый —— @1)(8› — а.) ах . (В, — и). 
| и. а (20) 
т — В т: с). . (в —@,) 
или, соединяя а въ произведении стол он, найдемъ 
К == ао" ф(аа) (аз) . ., . Ф(@»). . (20 


Эги выражен/я ( 9) и (21) для результанта позволяють намъ лишнй 


разь подтвердить то обстоятельство, что обращене въ нуль резуль- 
танта есть необходимый и достаточный признакъ существован1я общаго 
корня двухъь данныхь уравнений. 


ее ВО 


6. Изм рен{е результанта относительно коэффи- 
ц!ентовъ данныхъ уравнен1й. Такь какъ. результанть Ю 
въ формЪ опредфлителя (3) содержитъ т строкъ сь коэффищентами 
перваго уравнен11 и Элементы этихь строкь линейны относительно 
коэрфищентовъ, то К будеть однородной функщей измфреня т 
относительно козфф..щенловь перваго уравненя. Подобнымъ обга- 
зомъ, очевидно, можно заключить, что результантъ буделтъ однородной 
функщей измЪрен!я ® относительно ксзффишентовь второго уравнен/я. 

Слъдовательно, относительно ко.фф.щентовь того и другого 
уравнен1я результантъ будеть однородной функщей изм рен{я рав- 
наго т--п. Къ тому же заключению приводилъ нась и разсмотрфн{е 
формъ результанта (19) и (21), Произведен1е въ правой части фог- 
мулы (19) содержитъ т множителей (В;), изъ которыхь каждый 
является линейной, однородней функщей ко: ффищентовь перваго 
уравнен1я, а потому это произведене будетъ однородной функщей 
изм5рения т относительно этихь ко: ффищентогъ. Формула (21) 
подобнымъ же образомъ позволяеть намь сказать, что гезульанть 
есть однородная функщя измЪрен1я п относительно козффищентовъ 
второго уравнен!я. 

@. 7. ВБсь результанта. ВЪсомъ одночлена 212.“.. т,“ 
называется сумма произведен1й показателей входящихъь въ кего 
буквъ на ихь индексы; а: -|-2а. +...--Ка,. Многочленъ называется 
изобарнымъ. если всЪ его члены одинакогаго вЪса. Покажемъ, что 
результантъ есть изобарная функщя коэффищентовъ данныхъ урав- 
нен!й, и опредфлимъ его въеъ. 

<  Возьмемъ опред$литель А == [а;| порялка т --п, умножимъ 
столбцы его соотв$тслвенно на 4®, 1". 42....1”+"—1 а затЪмъ т пер- 
выхъ строкь раздЪлимъ на 40, 4'!,...4”-!, а послБдующя строки 


на 4°, 41,.°.4”—1, тогда весь опред$литель умножится на 4 въ такой _ 
степени: 


ТЕ... .-Нот-ни-- ИНН. „Ни ИЕН. . Ри П= 
__ (т-ни— 1)(т--")  тОп-!) по) 


УЭ&Фы— кд мя 
2 2 и 


т.-е. опред5литель умножастся на 4””. Оть умноженн!я столбцовть 
каждый элементь а» погучаеть множителя 1"—1; ссли далфе < т, 
то этоть элементь затБмъ дфлится на 471, слФдогательно при 1=т 
элементъь @„ получаетъ множителя 4*-*; еспи же +‹>т, то указаннымъ 
дБленемъ строкь мы каждый элементь дълимъ на 47”. слЪдова- 
тельно ппи з>>т элементь а» окончательно получить множителя 
4”"**—*. Игакь символически мы можемъ записать | 
А 2" — д О; 1==1, 2. 

Я а |уат-НЬ, т-Н2,... тет ре 2,...т-гп (22) 
Примемъ теперь: | 








@„ — (»—; При 1 т 
ик == ба при №. т | (23) 


2 


причемъ аи БВ сь отрицательными значками или болыними, чЁмъ 
таковые имЪются въ уравнен1яхъ (1), будемъ считать равтыми нулю, 
тогда нашь опредфлитель обратится въ результанть А (3), а соотно- 
шене (22) приметь видъ: 

А 9=1,2,...т \ 


| ‹ >. х 2 а 
у==т-Ё1, т-Н2,...т- я у =1,2,. „утери (22) 


такимъ образомъ каждсе а» и 6» получаеть множителемъ А какь 
разъ въ степени равной индексамъ этихъ буквъ. Если развернуть 
опредфлитель прав(Й части формулы (22’), то каждый членъ его 
будеть содержать 1 въ степени равной вЪсу этого члена. СлФдова- 
тельно, формула (22’) показываетъ, что всЪ члены развернутаго 
результанта имБють одинаковый в5сь и притомъ равный произве- 
ден1ю тит, т.-е. степеней данныхъ двухъ уравненйй. Результантъ есть 
изобарная функщшя коэффищентовь данныхъ уравнен!й, и вЪсъ ея 
равенъ тт. 

Дадимъ полученному предложен!ю второе доказательство. Раз- 
вернутый опредфлитедь А == | а» | представится въ слБдующемъ вид: 


А —- х-- Ск 0.9 ко . о. ити 


тя — 








Дит и 5 


Суммирован!е распространяется на всБ (и-п)! перестановокъ ин- 
дексовь 1, 2,...т-п. Произведемъ теперь зам ну по формуламъ 
(23), —тогда о 

К = а 14—19 0—2 р то иа-аб р ио—9. мы ные (24) 


ВЪсь какого-нибудь члена результанта оудеть равняться суммЪ 
указателей входящихъ въ него буквъ: 


(1-2). ит) (а 
Ни). Ыыыы) 


(т-еи-Н (т-Нп) _ т ("-—-1) _пи-Н1) 

Рау «< 2 2 
ЭдЪсь мы приняли, что Е.Е... НК =1-Н2-+3+4+...-+(т+мп), 
такь какь #1, Ко....ЁКтуь ЭТО ТЪ же значки 1, 2,...т--п, но только 


ИЛИ 


— 778 п 


расположенные ‘въ произвольномъ порядкф. Напомнимъ, что со0- 


гласно услов1ю а» и®, равны нулю, если индексъ № окажется отри- 
цательнымъ или (Сбльшимъ п для аь и Сбльшимъ т для 6», для 
такихъ индексовъ пропадаетъ все произведене, входящее въ составъ 
суммы (24). | 
-Отм5тимъ, не входя въ подробности, что третье доказатель- 
ство изобарности результанта мы могли бы получить легко изъ 
разсмотрЪн1я соотношенля (20). | 
Въ $ 1 этой главы мы развернули результантъ уравненая 3-ей 
и уравнентя` 2-ой степени. Нетрудно провЪрить, что этотъ резуль- 
‚танть дЪйствительно изобарная функщя вЪса равнаго 6. 
’ Способъ исключен1я Вёгоц+{ для уравнен;й оди- 
наковыхъ степеней. Два разобранныхъ способа исключеня 


6 


2% 92 


неизвЪстнаго изъ двухь уравнен1й, именно“ Сильвестра и Эйлера, 
имзютъ то неудобство, что результатъ представляется въ видЪ опре- 
ДЪлителя высокаго порядка, равнаго суммЪ степеней данныхъ_ 
уравнен!й, Мы дадимъ еще трет!й способъ исключен1я, способъ 
В620\{, который приводить къ опредфлителю меньшаго порядка. 
Разберемъ сначала простЪйшиЙй случай, когда оба данныхъ уравне- 


н1я будуть одинаковой степени: ъ 
= асс" -- ал | во... Ра» = 
УИ 2 жен (25} 

ф == бож" -- бат + Бу... Ь, =0 
Сэставимь рядъ слфдующахь функщй. 

Го — 0% | Фо = Во 

п =. ф' = 65-0, 

[2 == 000 Ната фо = Боло Х-ЬБ, (26) 

Ты == 0105." лат ... Ок Фк — ба“ + В, л^—1 вы -- В, 


о оо с © 9 э о з о оф © № © 2 5 о о © о © © © ® 


и == Нал... Раф Фи —= брат -- Буа *--...-- би 
. Если теперь два уравненя (25) удовлетворяются общимъ зна- 
ченемъ х5-а, то же значен1е х-а будетъ, очевидно, удовлетворять и 
ряду сл5дующихь соотношен!Йй: 
ф{ — ЮФ = 0 
ф/ — ПФ = 0 
ф:{ — |ф = 0 
Фи—1{ — [+—1Ф =0 
Развернемъ одно изъ этихь уравнен!й подробнЪе: | 
фи — ФЕ (б-р. . . Е Ы)аох-Нала—а,) — 27 
— (ана. . Ра; (Б-р... +В) =0 
Коэффащенть при степени хх” въ лЪвой части этого уравнен1я 
будеть: _ | 
(авбк--16:—и—-- оо Но) — (боба; ——Ш-- Г ЗВ р: ь), 
этоть ковффащенть пропадаеть при всякомъ значени № оть 0 до 
‚, слЪдовательно, въ лЪвой части уравнен!я (27”) пропадають всЪ 


_ степени х выше п — 1. Коэффащенть при‘ х”—* обозначимъ Ау» 
онъ булетъ имфть сл5дующее выражение: 


Ат, к = (аъ: Св --105—л -- араб... а 
— (Бит: + Била + ная Р...) 





’ 
/ 
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Аза, ь == (В, 2) (ВН — (+2, 5—2)-4.:. (2% 
гдБ для краткости принято (%, 5) = а; —аь. Въ формуль (28) 
сзобки (й, 3) берутся до тЪхъ порт, пока существують козэффищ- 


ыы б ды 


енты аи В съ такими значками; а;, 8: со значками отрицательными 
или большими, чЕмъ таковые имфются въ уравнен!яхъ (25), сл$- 
дуеть принимать равными нулю. 

_Итакъ система (27) будетъ линейной, неоднородной системой 7 
уравнен1й съ п—1 неизв$стными степенями х, 22, 23,. . „21. 
Условемъ совмЪстности системы по отношен1ю кь этимъ степенямъ 
будеть равенство нулю опредфлителя системы, т.-е. 


Ан Ц». . Ан 


Ан Ат. Ам | _ | 29 


| Ал Ао . ® * ри 
Это есть результать исключеня неизв$стнаго х изъ двухь Уга- 
нений (25), т.-е, ихь результантъ въ новой формЪ. Способъ Вёхои 
даетъ результантъ въ формЪ опредБлителя порядка п. 
ПримЪръ. Пусть намъ даны два Уравнен1я 
а073 —- а1т2 -|- (ох —- Яз — 0 
ро 2с3 —- р. т —-- рых —- 6% =—= 0 
Результанть въ формЪ В62оц{ будетт: 


албо = асбл, Ч обо =_= або, азбо == адбз. 
а›б5 — аб», @а:б1 — а1б» -- азбо, — бобз, азб: — албз | =0. 
азб. г Оъбз, 4391 = а163, азб2 тр (203 


9. Существован1е н5сколькихъ общихъ корней 
для уравнен!1й одинаковыхъ степеней. Если два урав- 
нен1я (25) имБютъ 9 и только 9 общихь рЕшенй, то лЪвыя ихь 
части—многочлены Г и ф будуть имЪ5ть общаго дфлителя степени 9 
и только 9. Принимая во вниман1е обозначенля (28), мы систему 
(27) можемъ переписать такъ:. 


фр Ь <= АлиЪ-Р 4 Ави... РАи (21”) 
(1, 2, .-. 28) | 
Возьмемъ рядъ какихь-нибудь индексовъ %1, $2. . а И 200Т- 
вЪтствующихь имъ уравнений: 
фи, — 1—1 — Ала” Е Ари +... . Ай» 
фы_— Риф = Ава + Ар"... Ат (30) 


фра —1 — Пра—1Ф = Аааа" Ара + . „Ара, 
умножимъ первое уравнен!е на 61, второе на с», . . . послЪднее 
на с›41 и сложимъ поч). енно. Принимая для краткости: 
Сфи- | СФ... : +бифьымЩ = Р 
С 1—1 -- Со 21 -- К -- Солана [1 = 0 | (31) 
С1 Ал»х -- С2 А; ее хз 2. - Ср 1 Агра» —= О 
найдемъ: ы 
Р}— оф = С буи... 0. (32) 
| ы 


ЗА 


Постоянныя С1, с5,. ..6ь44 ВО всякомь случаБ можно выбрать 
отличными оть нуля) такъ, чтсбы: 

(1 =0, С. =0,.....0,=0, _ (33) 
ибо эти условгя дадутъ намъ р однородныхъ линейныхъ уравнен!й 
относительно р-- 1 неизвЪ5стныхъ сл, с5,... „си. Если Ти ф ИМЪЮТЪ 
общаго дБлителя степени и — р, то на него же долженъ дЪлиться 
всяюй многочленъ Р/—0ф; если теперь постоянныя с1. ©. .,. бр 
выбраны такъ, что удовлетворяются услов1я (33), то Р/—Оф будетъ, 
какъ показываетъ (32), степени и—р—1, слЪ довательно Р/—Оф должно 
тождественно обратиться ьЪ нуль при значен1яхъ си, со,. 


5 в Ср--1 

отличныхь оть нуля. Итакъ, на ряду сь условмями (33) мы имЪемъ: 
1 — Ср =). С И (7, =0. : (34) 

Система я уравнен1й (33) и (34) при си, с. . „са ОТЛИЧНЫХЪЬ 


отъ нуля можетъ удовлетворяться въ томъ лишь случаЪ, когда всЪ 
опредзлители порядка р -- 1, составленные изь коэффищентовь Ах 
этой системы, обращаются въ нули; значки , 2... . ‘р41 бЫЛИ 
выбраны нами произвольно, а потому мы можемъ сказать: если два 
уравнен1я { =Оиф=0 имБють и—ф общихъ корней, то всЪ под- 
опредфлители порядка р--1 результанта Вёхоцё должны обращаться 
въ нуль, иначе говоря, опредБлитель Вёто0й{ долженъ имфть рангь 
не выше р. \ 

_ Положимъ тепёръ наобороть, намъ дано, что рангъ результанта 
Веёгоц{ (29) равенъ: р; тогда опять постоянныя сл, с... „Ср: МОЖНО 
опредБлить такъ, чтобы они, не обрашаясь всБ одновременно въ 
нуль, удовлетворяли условямъ (33) и (34). Ести при этомъ поло- 


ЖИТЬ, Ч10 11 = 1, %=2,. . ры =ф-- 1,10 Р будеть степени не 
выше ф, тождество (32) приметъ видъ: | 
Р/ —@ф = 0, 


РЕ должно длиться на ф, а потому [и ф должны имЪтЬь общаго 
дълителя степени не ниже п—р. Что этотъ дълитель при ранг$ р 
опредфлителя (29) будеть непремфнно степени и—в, можно показать 
сл5дующимъ образомъ. Возьмемъ опредфлитель: 
Алт, Аз», . у Алроса Арт" Р-- Азрла-Ы—1 о -- А. 
= Аз, А», ° ® ‚АМер-1, Ара” т - Азрдать-1-- . о ° И 


В» = а. (С) 


Ар Ара, - - Арфа, Ари Арль. ., + Ар» 


и прибавимъ кь элементамъ послфдняго столбца элементы перваго, 
умноженные на 2” ", элементы второго, умноженные на 2"-2,... 


элементы предпослЗдняго, умноженные на д”-2+1 тогда найдемъ 
на основани (27”): 


Ала, Ао, ам Ал; Фо [с ф 


В АГ 
О, = е С. О 5 № . $ (35) 


Ар, Ар. мое . Аррфь Ф,—1/ —{—1Ф 


Вейс: 
или наконецъ: 
р,=Р»!/— ОФ, (.5”) 

гд5 принято Е. 
Ал, Ал» . . . Ал, Фо 
Дол, А5о, . .. А, Ф1 


Ал, Ато, К Альф, [о 
Ал, Ал, . . . Ар, Н 
И 0, — . . 





Р, == 


| Ара, Ар», ЗЕ Арр—1, Фу—1 [ Ар, Ар», о ооо р—1, Й —1 
Полученное соотношен!е. (35””) показываетъ, что всяй обпий д®ли- 
тель многочленовъь [и ф долженъ дфлить многочленъ ШО»; обиий 


ихъ дфлитель не можеть быть степени выше степени Л»; этоть же 
послЪдн будетъ степени п—ф, если опредфлитель 


А11, 412... 4. 


Ап, Аа. 36) 


Ар, Ар, ох Ар 


отличенъ отъ нуля. Итакь, если рангъ результанта Вёгоий (29) ра- 
венъ р, то два цанныхь уравненмя имЪють п—р и только и— 
общихъ (или равныхъ) корней: эти обще корни будуть удовлетво- 
рять уравнен1ю О, =0, гдЪ лФвая часть опредЪляется формулой( 35}. 
Ю. Исключен1е неизв стнаго способомъ В620и% 
изъ уравнен!1й различныхъ степеней. Если данныя 
уравненля: № 
ГЕ 02” -- аа" | аи... г. та, = 0 
ф== бл" | бад" -- бо... РБ, =0 
будуть различныхъ степеней (напримЪфр» п`> т), то исключене 
способомъ ВеёгоцЕ даетъь результанть вь формЪ опредфлителя по- 


рядка равнаго большему изъ чиселъь пи м. 
оставимъ опять функщи: 


[: = @05" -- ла" -- ео —- ак 


Фу Е Вох. бт 1 -|-. сч. —- Ь. (58) 


Если уравнен1я (37) имъють общее ршене, то тфмъ же значенемъ 
неизв5стнаго 2 будуть удовлетвсряться и уравнен!я. 


[и„—1Ф в Фт—1[ = 0 


(37) 


„—Ф = Фи—21 =0 ^ (39} 
№—тФ — Фо{ =0 
д"—т-—1 : ф м 0 
"2, ф=0 
1Ф = 0 


Нетрудно убъдиться, что всЪ эти уравнения будуть степени ие 
выше и—| относительно 5, число ихъ п; систему (39) можно та- 
кимъ образомъ представить въ слфдующемъ видЪ: 


Ааа” -- Ав И -- Ан=0 
(4=1, и о о © п) 


Исключая изъ этой линейной системы п-— | стененей х 12,. . „а 
мы получимъ, какъ услове ихь совмБаности, равенство нулю опре- 
дЪлителя | А; |. Разсужденемъь подобнымъ тому, которымь мы 
пользовались въ прост5йшемъ случаБ уравнен!й съ одинаковыми 
степенями, мы и зд5сь могли бы доказать, что услов1е необходимое 
и достаточное, чтобы уравненя (37) имБли п—р общихь корней, 
это—чтобы опред$литель | Ав | былъ ранга 2. Это услов!е можно 
представить въ слБдующей болфе удобной д»я приложен1й формЪ: 
назовемъ подопредЪлитель (главный). 


по а к бы 
Аз, А.5, ооо Ао» 


(39”) 





„ 


® ® ® ®< Ф 


Ан Ако, . *9м А 


черезь К», такъ что | А». |„=Ю; въ такомъ случаЪ Ю, будетъ ранга 
р, если выполняются соотношен1я 


Ю,=0, Ю,_1=0,.. .Юыа=0, ВО (40) 


Такимъ образомъ равенства (40) являются необходимыми и доста- 
точными услов1ями существования п—р общихь рЪшен!й для урав- 
нений (38). 
ПримЪръ. Пусть даны два уравнен!я 
_ ао ал -Рагж-Наз==0 


Бот? 61 —-5Б. — 


Услове существован!я одного общаго корня будеть: 


| @0ба, а162— азбо, 420. —азб1 
аоб1, а1б1--15б.—а>бъ, @16>— 30% — 0 
Бо, 61, , 


Чтобы получить условия сущ ствован1я двухъ общихъ корней, нужно 
къ предыдущему услов1ю присоединить еще: 
@обо, а16з — азбо 
аоб1, а1б1 -|- аб. — а>бо ео 
11. Элиминаятъ. Теорема Вёхоцкво числ общихъ 
р5 шен!й двухъ уравнен1Й съ двумя неизв стными. 
Если намъ даны два уравнен!я съ двумя нсизвЪстными: 
(ху) =0, $(т,у) = 0, _ (41) 
лъвыя части которыхь представляютъ изь себя цфлыя ращональ- 
ныя функщи оть хи У, т.-е. многочлены, то каждый изъ нихь 


ыы 7 вы 


можно расположить по степенямъ одного изь перем$нныхь, напри- 
мЪъръ х, и привести такимъ образомъ уравнен!я къ виду (37), ГДЪ 
только коэффишенты а; и ВБ; будуть уже функщями отъ второго не- 
извстнаго у. Предполагая, что степень перваго уравнен1я по отно- 
пеню къ обоимь перем5ннымъ равна п, степень второго—т, мы 
должны считать а; и 0; за многочлены относительно у степени не 
выше + (индекса этихь коэффищентовъ). Исключая изъ уравненй 
{41) однимъ изъ указанныхь выше способовь перем$нное х; мы по- 
лучимъ равенство нулю н$Ъкоторой функщи оть а; и В (прежий 
результантъ), которая теперь будетъь зависть оть у. Результать 
исключен1я въ этомъ случаБ называютъ иногда элиминантомъ. Раз- 
смотримъ какой-нибудь изъ членовъ эльминанта: 


(1 (> От 51 50? 56 


и $2 "> 9 р т --1 тр га т--п 


Каждсе а; и 68;, какь уже отм5чалось, будеть многочленомъ отно-. 
сительно 9 степени не выше +. такимъ образомъ наивысшая степень 
у, содержащаяся въ предыдущзмъ произведенги равна: 


а -- 451 4. . -- бт Ви т-ьа Е Ве Еж Вити, 


т.-е. равна вЪсу этого члена результанта. -Вфсь же результанта, 
какъ было доказано въ $ 7 этой главы, равенъ т. п. Итакъ степень 
элиминанта отоосительно неизвфстнаго у равна цроизведен!ю сте- 
пеней данныхъ уравнений. Столько, стало быть, можетъ быть най- 
дено значений для у, при которыхъ равенство нулю элимингнта 
выполняется. Каждому значеню у будеть соотвЪтствовать, вообще 
говоря, опредъленное значение х. Такимъ образомь мы можемъ 
сказать, что число общихь рЪшен!ий двухь уравнев!й съ двумя не- 
известными равно произзеден1ю степеней этихь уравнен!й. Это пред- 
_ложенше носитъ назване теоремы Вё2о\&. 

12. Дискриминантъ, Дискриминантомъ даннаго уравнен!я 
называется такая (ц$лая и ращональная) функшя его коэффищен- 
товъ, обращен1е въ нуль которой является необходимымъ и доста- 
точнымъ услов1емъ существован1я двукратнаго корня узавненя. 
Въ высшей алгебрЪ доказывается, что если уравнен!е имфетъ два 
равныхь корня, то этотъ корень обращаеть въ. нуль производную 
лЪвой части уравнен1я, и обратно, если уравнение 


(2) == вх” -Н аа... а, =0 } (42) 


и уравнен!е, полученное дифференцированлемь по х-у лЪвой его 
части: 


(+) == пад” -- (п— Тана... ана=О (43) 


имЪють общее рЪшен!е, то оно будеть двукратнымь корнемъ дан-. 
наго уравнения (42). Ниже мы дадимъ косвенное доказательство 
этого предложения. 

Такимъ образомъ дискриминантомъ для уравнен!я (42) будетъ 
неёрезультъ двухъ уравнений (42) и (43): 


бо 


(0 э Дл, Со, ® : Э о 24 2. () ; 0, ® Ф ® о ®* ® ® ® () 
0 з (10, 1, * #2 ® Ч и—1. (“з. 0, ® ® ° ® 5 ® ° () 
(0 , 0 } Ф ® ® . ® ® 40, (11, ® ® Ф ® а ® (п 
и (44) 
740, (я — 1) ла, . о . ы ® ® а ай (1—1 О, . * ` 0 : 
О „па, (пи, еее... 0 
0,0, .......,. м О Фь. са 


Равенство его нулю даеть услов!е существования двухъ равныхъ 
корней уравнен1я. Согласно сказанному выше ($8 би 7) дискрими- 
нанть будетъ однородной и изобзрной функшей коэффищентоеъ 
уравнен1я: измБрен1е ея равно 2и—1, а вЪсь "(и—1). 

Пусть корни уравнения (42) будуть а, а»,. . .@», составимъ 
произведен1е ихъ разностей попарно: Я 


Р= (в —в>) (1 — аз) (1— а). . + - (6). 


(«2— аз) (а›— аа)... - (@—@,). 
(— 0)... - (из— а») (45). 
в ом: = м А 


Очевидно, что если два каке-нибудь корня уравнен!я равны между 
собой, то Р обращается въ нуль и обратно, если Р=0, то непремЪнно 
два какихъ-либо корня равны между собой. Обращенте въ нуль 
выражен1я Р, слБдовательно, является необходимымъ и достаточнымъ. 
услов1емъ того, что данное уравнене имЪетъ.два равныхъ корня. 
Покажемъ теперь, что дискриминанть Л отличается оть Р? только 
н5которымъ постояннымъ множителемъ. Въ самомъ дЪлЪ на осно- 
вании $ 5: 
| Р=а” (о) (<)... Ро) (46). 
Съ другой стороны такъ какт: 
[(1)=а(х—=а,)(=— а.) ев. (1), 
то дифферендируя, найдемъ: 
Г (т)== (5—0) (2— аз)(а— и)... (2 в) 
+ 40 (х—41)(х—аз)(х— ва) ‚ (2— а) | 
 40(5—@1)(х—@2)(5— 94). . . (та) -- 
И равенство (46) въ развернутомъ видБ напишется такт: 
Р=а"—Ца:-— а») (вл аз) (и — ва)... (в). 
(аз—01)(›—аз)(@2— аа). . . (@— а). 


(и вби ыы ва)... (аыаь 3) 


или наконецт: 
и(и—1} . 
| ао (41) 
Раз == ии?"—1 Р- 
Полученное соотношен1е показываеть, что дискриминанть р обра- 
щается въ нуль одновременно съ выраженемъ Р. 
Произведен!е разностей корней, т.-е. Р можио представить въ 
видЪ опредБлителя: 
] | ] ® ® + @ ие ® ] 


| С: ($. СЗ * ° з с - С, 

( 1 - (27 (37 ® з . ® а се = } (45) у 
| ® ° . * ° . ° . о ° хх э | 

: черешен гр — — “ — | 

| в 1 в" | 03" 1 С р ле 7" 1 | 


Дъиствительно этоть опредълитель ‘обращается въ пуль, когда два 
какихъ - либо когня равны между собой, ибо тогда два столбца 
опредълителя оказываются равными; слЪдовательно, опредблитель 
есть произведене всевозможныхъ разностей а;—а,. Опред$литель (48) 
и выражен!е (45) являются функщями корней однородными и одного: 
и того же изм5рен!я; нетрудно далЪе убЕдиться, что ксэффищенты 
и знаки ихъ при равныхъ членахъ одегнаковы. Итакъ опредфлителе 
(43) гавенъ Р. 
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